KOKOS

32.ro¢nik * 2.letak

Mily fegiteli,
blizi se ¢as Vanoc a my Ti nadélujeme pod stromecek po perniccich a kokosu
vonici sérii. Na vSech Sest prikladi mas cas az do 20. ledna. V sérii najdes také
autorska reseni, vysledkové listiny a jako bonus matematicky Piroh. Piejeme Ti
hodné kulisackych ndpadi pfi feseni tilloh, veselé Vanoce a §tastny novy rok 2020!

Zadani aloh

Skrz oteviené okenice se do LukaSova pokoje zacaly pomalu prodirat prvni ranni
paprsky. Lukés jim nevénoval nejmensi pozornost. A jak by taky mohl? Byl stile jesté
ve svété, kde se nezndmé snoubi s nepravdépodobnym, ve svété snli. A byl by tam jesté
péknou chvili, kdyby ho neprobudil jemny smich. Lukas pomalu oteviel o¢i a kratkou
chvili ziral na noc¢ni stolek, tu chvili, kterou nam trva uvédomit si, pro¢ se nediviame
na to obvyklé panorama vyhledu z nasi postele. Mile potéSen vzpominkou na pfijezd na
chatu pravou nohou vykrocil z postele a do nového dne. Vyrazil za zvukem smichu dola
po schodech. Okolo stolu tady jiz sedéli jeho kamaradi. Byli zrovna uprostied snidané,
krom Vaska, ktery Zzongloval se ¢tyfmi sklenicemi od marmelddy. Prichod Lukase ho
bohuzel natolik rozhodil, az se mu zapletly ruce a sklenice se rozlétly vSemi sméry. Prvni
si to zamifila pfimo na pohovku, druhd trefila Toma do ramene a diky tomu pak lehce
dopadla na stil. Ta tieti se rozletéla pfimo na LukaSe a ten ji s pohotovosti fotbalového
brankére snadno chytil. Posledni se hlasité roztfiskla o podlahu. ,Aaah,“ povzdychl si
Vasek. ,Dobré rano,“ pozdravil Lukas.

Potom, co uklidili rozbité sklenice,
usedli ke stolu. ,,Co dnes podnikneme?*
ptal se Lukds. ,Mohli bychom zajit
do mésta,” navrhovala dévcéata. ,Vy tomu
fikdte mésto?“ usklibl se na to Tom. , Je
malé, ale i tak toho mtiZe spoustu na-
bidnout!“ branil cest méstecka Vasek. ,Je
tady ndhodou jedna moc zajimava zv1ast-
nost. Bydli tady jeden postarSi pan, by-
valy matematik a pry jeden z nejlepsich!“
»,J0, a co s tim?“ opacil Tom. Vasek mirné
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pozvedl obo¢i, nahlas vydechl a pokracoval: ,Je to legendarni Vladimir Cvrcek, autor
mnoha neuvéfitelnych matematickych teorii a objevitel svétozndmého Cvrckova bodu.“
»,No nekecej!“ na to ostatni. ,VaZné! A to neni vSechno. Neddvno dokondil velice zaji-
mayvy hlavolam. Je to série ukoli pro tym péti matematiki. Chcete to zkusit?“ Na tohle
se ani ptat nemusel. OvSem, Ze to chtéli zkusit.

Plan na dopoledne byl tedy jasny. Po snidani se vydali do mésta. Telgart bylo ma-
lebné horské méstecko. Nezilo zde mnoho obyvatel, nehemzilo se to tam turisty, ale bylo
tam vSe, co jste si dokdzali predstavit nebo po Cem jste jen mohli béhem prazdnin za-
touzit. Na velkém namésti byly rozhdzeny kramky s nejriiznéjsim zbozim. V méstecku
bylo i krasné kino a plavecky bazén. Nasi hrdinové ale zamifili ke stanku s tou nejlepsi
zmrzlinou. Z ndmésti a s vynikajici vanilkovou zmrzlinou se vydali malebnymi ulickami
smérem k domu pana Cvrcka. Po chvili dorazili k titulnému domku s malou zahridkou,
kde zrovna postarsi, mile vyhlizejici pani vytahovala ze zemé jifiny. Vasek se chopil ini-
ciativy a pres plot ji pozdravil: ,Dobry den, je doma pan Cvréek?“ [ Dobry den!* pfidali
se i ostatni. Babi¢ka se s ismévem otocila. ,Ahoj, déti. Jisté, ze je doma. Pro¢pak ho
shanite?“ ptala se. ,,Chceme vyftesit jeho novy hlavolam.“ odpovédél sebevédomé Lukas.
»,No to bude mit VIdda radost, hned vdm ho zavolam. Posadte se prosim zatim tady
na lavicku.“ prohodila s ismévem babicka a vesSla do domu.

Po chvili pfisel postar$i pan s lysinou na hlavé, velkymi kulatymi brylemi, piatel-
skym tsmévem a vital nové prichozi: ,,Zdravim vas, pratelé, prisli jste zkusit vytesit mij
hlavolam?“ | Ano, pokud miZeme,“ odpovédé&la Terka. , Ale jisté, jisté, pojdte za mnou,
vazeni,* maval na né rukou pan Cvréek a vydal se po cesti¢ce kolem domku. Druzina
ho nésledovala. Pan Cvréek byl jejich nav&tévou velmi nad$eny. Rikal, ze uz dlouho jeho
hlavolam nikdo feSit nepfiSel. Pry jiz totiz vSichni matematiky znali z Telgartu a okoli
(a Ze jich ale nebylo mnoho) hlavolam Fesit zkusili, ale nepodafilo se nikomu dojit déle
nez k tfetimu tkolu. Pan Cvréek s nimi dorazil az k budové velikosti vétsi kilny a po-
vida: ,Vasim tkolem je vyfFesit sérii hlavolamd v mistnosti. Je to série po sobé jdoucich
nakonec ten Sesty prozradi velké matematické tajemstvi. Ale pozor! Jakmile vstoupite,
zacne se Vam odpocitavat ¢as, a toho nebudete mit mnoho. Pouze 31,415 minut. Jste
pfipraveni?*

Pfipraveni byli, a tak uz jim jen pan Cvréek poptal hodné $tésti a vstoupili do mist-
nosti. Celé ji dominoval velky stil s archy papiri a psacimi a rysovacimi potfebami.
»Skoda, Ze jsem si nevzal svoji kalkulatku,“ povzdychl si Tom, jakmile si v&iml absence
jeho oblibené matematické pomtcky. Na boc¢nich sténach visely rizné panely a pfimo
naproti vchodu bézel na velkych hodinach odpocet a pod nim zadani prvniho prikladu
za¥ici na obrazovce a u ni termindl k zadavani vysledki.

Uloha 1. (5 bodi): Naleznéte vSechna pfirozend ¢isla mensi nez 200, jejichz
druhd mocnina je zaroven délitelna 4, 5, 6, 9 a 10.

S prikladem se vyporadali velmi rychle a zadali odpovédi do pfistroje. Z panelu vy-
jela mald kulicka, projela kyvadlem a rozbila ¢ervené svitici Zarovku. Pokracovala pres
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Zadani dloh 3

vypinac, ktery zapnul zelenou a nakonec zajela nékam za sténu. Hned poté se napravo
na zdi objevil na nové odkryté dfevéné tabuli umélecky vyryty priklad.

Uloha 2. (5 bodii): Ve skupiné osmi lid{ existuje pravé 22 dvojic zndmych. Vztah
"znat se” je vzajemny, tzn. jestlize osoba A zna osobu B, pak B zna A. Pokud se
kdokoliv ze skupiny dozvi néjakou zpravu, fekne ji vSem svym zndmym. Dokazte,
ze se timto zptisobem zpravu dozvi nakonec vsichni.

Tento priklad uz byl o néco tézsi, ale pro Vaska, ktery mél tento druh piikladd
s kombinatorickym nadechem velmi rad, to nebyl Zadny problém. Tentokrat zajel cely
panel se zadanim do stény, poté se otoc¢il naopak a ukdzalo se tak zadani dalsiho prikladu.

Uloha 3. (7 bodi): Pro vSechna pfirozend ¢isla n, vétsi nebo rovna 2, definujme
f(n) jako nejmensi prvocislo, které déli n. (naptiklad f(15) = 3; f(5) = 5) Po-
tom feste rovnici n?2 + 2f(n) + 1 = (2m + 1)2, kde m, n jsou piirozend ¢isla
vétsi nebo rovna 2.

Poté, co priklad Katka tspésné vytesila, se Lukas zaradoval: ,Taaak, jde to dobte:
prvnich Sest minut — prvni tfi pfiklady. Bude to jesté jednodussi, nez jsem cekal!“ | Ne-
vzlatej!“ na to Katka ,ESCe daleka nejsme u konca, chalani, moze to byt eS¢e o dost
téz8i — je to preca pan Cvréek. Na to nezapominaj.“ A za chvili opravdu litoval svych

Yivs

Uloha 4. (7 bodii): Do rovnostranného trojihelniku o délce A
strany 2 je vepsana kruznice. Vétsi kruznice na obrazku méa 2
stied v jednom z vrchold trojihelniku a polomér roven po- ‘ ‘

loviné délky strany trojihelniku. Jaky je obsah vysrafované
Casti?

Na priklad nastésti zanedlouho priSel Tom, ktery si podobné piiklady s kruznicemi
bézné maze na pizzu. Ke zklamani a zdéseni Lukase, ktery nema geometrii zrovna v lasce,
se na levé sténé objevilo planouci zadani dalstho ptikladu, jesté tézsiho nez byl ten pred-
chozi.

Uloha 5. (8 bodi1): Je dan pravidelny Sestitthelnik ABCDEF'. Délka tisecky AFE
je 4 cm, délka tsecky AD je 5 cm. Vypocitejte obsah trojahelniku AGE, kde G
je prusecik tsecek AD a CE.

Tak s timto prikladem si ldmali hlavu pékné dlouho. Zbyvalo jim dokonce jen po-
slednich 6 minut, kdyz divtipnd Terka spravné odhadla, jakym zptsobem je tieba pti
feSeni premyslet. Z podlahy vystoupil pilif se zdvéreénym zaddnim. Ted jde o vSechno —
jeden piiklad, 6 minut.

Uloha 6. (8 bodii): Pavel a Vojta si z papiru vyst¥ihli konvexni 101-tihelnik. S nim
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pak hraji nasledujici hru, za¢ind Vojta, ten rozstiihne 101-thelnik podél néjaké
z thlopfic¢ek na dva mensi mnohotthelniky, pak si Pavel vybere jeden z mnohothel-
niki, které jsou na stole, a opét ho rozstrihne podél nékteré dalsi ahlopricky, atd.
Prohraje ten, kdo uz nemuze udélat tah. Kdo ma vyhravajici strategii a jakou?

Na c¢asomire zbyvalo poslednich nékolik sekund, kdyz Lukas pfiSel se svym feSenim.
Zadal ho vcas? Bylo spravné? Odpocet se zastavil a zhasnul. VSichni strnuli napétim
a mistnosti se rozeznél tikot hodinek. ..

Reseni tiloh 2. série posilejte do 20.1.2020 na zndmou adresu:
KoKoS
Gymnézium Mikulase Kopernika
17. listopadu 526
743 01  Bilovec
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Autorska reseni 5

Autorska reSeni 1. série

Uloha 1.

Hledané ¢islo x je soucinem dvou ciniteld - ¢isla 1617 a cisla, o kterém mutizeme
s jistotou tvrdit, Ze je pouze dvojciferné (p¥i vynésobeni 1617 nejmensim trojcifer-
nym ¢islem 100 by vysledkem bylo ¢islo Sesticiferné, coz jiz neodpovida zadani).
Vime, ze x kon¢i nulou, je tedy délitelné 2 a 5. Jelikoz 1617 délitelné témito Cisly
neni, miizeme tuto vlastnost pfisoudit druhému z ¢initelt. Cinitelem je tedy &islo
z mnoziny {10, 20, 30, ...,90}. Pro nalezeni ptivodniho éisla = vynasobime mozné
Cinitele s 1617:

1617-10 = 16170 #x - nevyhovuje podminkam ze zadani
1617-20 = 32340 £«

1617-30 = 48510 # «x

1617-40 = 64680 # x

1617-50 = 80850 - vyhovuje podminkam ze zadani.

Ptvodni ¢islo je 80 850.
Zuzka J.

Uloha 3.

Oznacme si thly p#i vrcholech A, B, C jako «, 3, v. Z pravothlych trojihelnikt

AAPY, ABPX plynou rovnosti @ = 90° — |[<APY|, 8 = 90° — |[<BPX]|. Jejich

seCtenim dostaneme « + 5 = 180° — (|[<APY| + |[<BPX]|) = 180° — 35° = 145°.

Protoze je soucet vnitinich Ghld trojihelniku 180 stupnd, ma hledany thel v =

= |<ACB| daného AABC velikost v = 180° — (a + ) = 180° — 145° = 35°.
Bdra

Uloha 4.

Uvédomeéme si, ze po dobu dvou hodin (4:00 a 14:00) se kazdy den ¢islice 4 objevi
na pozici hodin. To odpovidéd 120 minutam. Ve zbylych 22 hodinéch dne se ¢islice
4 objevi na jednu minutu pravé patnactkrat v kazdé z téchto hodin: 04, 14, 24, 34,
40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 54. Casovy usek, kdy bude ¢tyika na pozici
minut (ale ne na pozici hodin) vypocitame jako 15 - 22 = 330.

Celkovy pocet minut za den, kdy sviti alespon jedna ¢islice 4 je 450 minut.

Terka
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Uloha 2.

Pro tfeSeni ptikladu lze vyuzit tzv. Boruvkova algoritmu. Jde o logicky postup,
jak postupné vybrat tu doopravdy nejvyhodnéjsi cestu. Skldda se z konecného
poctu kroki, ktery vas dovede k celkovému feseni.

ze pro oba ze dvou bodu bude nejvyhodnéjsi jejich vzajemnd spojnice.

2. krok — Vybirate spoj, podobné jako v 1. kroku, ale misto vybirani spojnice pro
kazdy bod ted vybirdte spojnice mezi skupinami vzajemné jiz propojenych bodi.

Krok 2. opakujete, dokud vSechny body nejsou propojeny. V tomto konkrétnim
pripadé dvakrat.

g g

po druhém kroku

po prvnim kroku (spoje jsou Sedou)

Poté staci jiz jen seCist vybrané spojnice, a mizeme si byt jisti, Zze jsme vybrali

svvs

Ondra

Uloha 5.

Oznacme celkovy pocet kulicek jako z. Vime, ze Petr mél o 8 kuli¢ek méné nez byla
polovina v8ech kuli¢ek. MiZeme to zapsat jako x/2 — 8. Pavel mél pétinu kuli¢ek
a jesté 3 k tomu, coZ zapiSeme ve tvaru /54 3. Déle vime, ze Patrik mél na konci
hry o polovinu méné ne7 Petr, dostaneme (/2 — 8/2. Posledni Pepa mé o kulicku
vice ne7 Patrik, jeho pocet kuli¢ek tedy vyjadiime jako (z/2 —8)/2 + 1.
Sestavime rovnici, do které dosadime jednotlivé poc¢ty kulicek vyjadiené pomoci
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Kopernikiv Korespondencni semindr 7

neznamé x:
x=(x/2-8)+ (z/5+3)+[(x/2—8)/2] + [(/2 —8)/2+ 1]

Pomoci ekvivalentnich aprav dojdeme k rovnici x = 60.

Nyni mtizeme 60 dosadit za x do vSech ¢tyf rovnic (poéty kulicek jednotlivych

chlapci). Zjistime, Ze Petr mél 22, Pavel 15, Patrik 11 a Pepa 12 kulic¢ek.
Stépdn

Uloha 6.

Trojuhelnik neni skoro pravouhly, pokud Zadny z jeho vnitfnich Ghld nenabyva

hodnoty z, kde 75° < = < 105°.

Trojuhelnik neni skoro rovnoramenny, jestlize absolutni hodnoty vzajemnych roz-
dilé velikosti jeho vnitinich thld jsou vétsi nez 15°.

Existenci takové trojuhelniku nejlépe dokazeme jeho konstrukci. Zvolime thel
a v souladu s prvni podminkou (o je v mém FeSeni oznaceni nejvétsitho Ghlu
v trojahelniku. . . tim nevyluéuji jiné znaceni v feSenich). Nyni mohou nastat dvé
situace:

1) a < 75°
podle druhé podminky musi byt dalsi z Ghla v trojihelniku 8 maximéalné ostie
mensi nez 60° a posledni v musi byt maximalné ostie mensi nez 45° (ostie mensi
=< znamend, Ze se hodnota bliZ{ jiné hodnoté ale nikdy ji nedosédhne). Soucet
krajnich hodnot je 180 stupnt, proto kazdy trojihelnik u néjz zvolime o < 75°
mé soucet velikosti vnitinich Ghli mensi nez 180 stupiti a nelze jej sestrojit.
(naptiklad: « =74, 8 =T4—-16 =58, v =58 — 16 =42, a + § + v = 174°)

2.) o > 105°
druhé podminka vuéi Ghlu « je predem splnéna, protoze mezi thly 8 a - rozdélime
maximalné 75° (105° — 75° = 30°). Uhly 3 a v musi nabyvat velikosti rozdilnych
minimalné o 15 stupnu, proto je nelze nalézt pro thel o > 165°.
V pripadé, ze 105° < a < 165° lze vzdy zbytek 180° — « rozdélit mezi 5, ~y tak,
ze jsou splnény obé podminky.

Lze sestrojit trojuhelnik dle zadani.
Max

poznamka: skoro rovnoramenny popiipadé skoro pravouhly je terminus technicus vytvotreny
pfimo pro potieby tlohy, proto neni potieba spekulovat o jeho relevantnosti.
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Teorie grafi

V prvnim leto$nim pirohu se budeme vénovat grafim. Ze Skoly mozna znate
grafy funkci jako f(z) = 2z. Pro nés bude graf znamenat koneénou mnoZinu
(jejim prvkam budeme fikat wzly a znacit je krouzky) spolu s nékterymi dvo-
jicemi jejich prvka (t8m budeme fikat hrany a znazoriovat je spojnicemi pri-
slugnych uzli). Dobrym ilustracénim piikladem je napiiklad schéma Zelezni¢nich
linek, ve kterém jsou mésta (uzly) vzdjemné propojend Zeleznici (hranami).

Definice pojm:

Graf je usporddand dvojice (V, E) (V - mnoZina vrcholi, F - mnozina hran).
Hrany zapisujeme jako dvojice vrchold napf. (x,y) - znamend, Ze existuje hrana
spojujici vrcholy x a y.

MnoZina je soubor libovolnych prvki. Zapis mnoziny mize vypadat nasledovné:
M = {1,2,3}. Timto jsme popsali mnozinu oznacenou ” M”, kterd obsahuje tii
prvky: ¢isla jedna, dva a tii.

Maximalni pocet hran grafu

Nyni odvodime vztah pro maximélni pocet hran
v zévislosti na po¢tu vrcholi. Oznaéme pocet vr-
cholti jako n. Kazdy vrchol mtZeme spojit (n— 1)
hranami s ostatnimi vrcholy. Dostavame n(n — 1)
hran. Protoze jsme vSak pracovali s usporada-
nymi dvojicemi vrcholi, je kazda hrana zapoci-
tdna do tohoto sou¢tu dvakrat. (Hrana spoju-

jici dvojice vrcholt (vi,v2) a (va,v1) je jedna a
ta samé.) Obr. 1: hrany

n(n—1)
5 -

Proto pocet v8ech hran bude

Grafy miZzeme rozlisit na orientované, kde zaleZi na sméru hrany (u silniéni sité
bychom brali jako orientované hrany jednosmérné ulice), a neorientované grafy,
kde na orientaci hrany nezdlezi (u silni¢ni sité silnice bez omezeni). Nyni se bu-
deme vénovat pouze neorientovanym grafim a vysvétlime dilezité pojmy z této
oblasti.
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Teorie grafti

Stupen uzlu

Stupném uzlu budeme rozumét pocet hran, které
z néj vychazeji. Sec¢teme-li stupné vsech vrcholti, za-
pocteme kazdou hranu dvakrat, protoze kazda hrana
spojuje pravé 2 uzly. Soucet stupnia vsech vrcholi
je roven dvojnasobku poctu hran. V grafu uvedeném
nize (viz obr. 2) najdeme 7 uzld stupné 1, po jednom
uzlu stupné 2, stupné 3 a 4, 2 uzly stupné 5. Soucet
stupnt tohoto grafuje 7-1+1-24+1-3+1-442-5=

-
/

_N
v/

Obr. 2: uzly

26 = 2 - 13. To odpovida skutecnosti, ze je v grafu zakresleno 13 hran.

Souvisly graf

Souvislym grafem rozumime graf, ve kterém se da z kazdého uzlu “prejit” po hra-
néach do libovolného jiného vrcholu (obr. 3). Neni-li graf souvisly, rozpad4 se na né-

kolik souvislych ¢asti, tzv. komponentt (obr. 4).

Obr. 3: souvisly graf Obr. 4: nesouvisly graf

Mg&jme mnozinu vSech vrchola V = {1,2,...,n}. RozliSujeme nékolik typi sou-

vislych grafi:

e Uplny graf — Uplny graf (znacime K,) je souvisly graf, ve kterém jsou
vSechny uzly stupné n— 1. Pocet jeho hran vypocitame jako polovinu souc¢tu

vSech stupni:
nin —1)
Ex =———
K, 2
viz obr. 1
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e Cesta — Cesta (zna¢ime P,) je souvisly graf se dvéma krajnimi uzly stupné
1, zbyvajici uzly jsou stupné 2.

Ep, ={(1,2),(2,3),...,(n—1,n)}
viz obr. 5

e KruZnice — KruZznice (znacime C,,) je souvisly graf, ve kterém maji vSechny
uzly stupen 2. M4 smysl pro n > 3. Pocatecni vrchol je zaroven vrcholem
kone¢nym, mnozinu jeho hran mizeme zapsat takto:

Ecn = {(]-a 2)7 (2a 3)7 SRR (n -1 TL), (na 1)}

viz obr. 6

Obr. 5: typ cesta Obr. 6: typ kruznice

Ulohy na procviéeni:
1. Prokterane N plati K,, = P,, K, =C,, P, =C, ?
2. Je graf z obr. 3 Gplny?
3. Kolik cykli obsahuje graf na obr. 17
4. Kolik cykli je na obr. 27

5. Je graf na obr. 6 uplny?

Kuba
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9. roc¢nik 11

Vysledkové listiny

Tady najdete jen nékolik nejlepsich fesiteli, pro tplné vysledkové listiny se
podivejte na nase internetové stranky.

6. rocnik

jméno  prijmeni 1234568 >

1. Dominik Miiller 80665 227 27
2. Marie Sabolova 80 --0715 15
3. Matylda Chvojkovd 200000 2 2

7. rocnik

jméno piigmeni 1 2 3 4 56 S >
1. Matéj Svoboda 8 06 6 5 6 31 31
2. Martina Cern4 81365730 30
3. Josef Krodek 50665628 28
4. Alena Knodlovda 6 7 - 50 - 18 18
8. rocnik
jméno  prijmeni 12345658 >
1. Jachym Vohradnik 58665737 37
2. Pavla Simova 8466573 36
3. Vaclav  Verner 80665732 32
4. Linda Tomankova 8 7 3 2 5 3 28 28
5. Milan Holotndk 8 -665126 26
6. Alexandra Sedova 8 - 66 -525 25
7. Matyas Burda 70365 -21 21
8. Anna  Seligova 80240115 15
9. Marie Sobolova --36--9 9
10. Zuzana Hauznerova 0 - 3 - - - 3 3
9. rocnik
jméno  prijmeni 12845658 >
1.-2.  Vojtéch Jozek 80665732 32

KoKoS, Gymnazium Mikuld$e Kopernika, 17 listopadu 526, 743 01 Bilovec (<]
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2 letdk — 32.ro¢nik(2019/2020) — KoKoS

Jjmeéno
Ivana

Jana
Adam

prigment
Ludvikova

Dreiseitlova
Jemelka

34568
665732 32
655731 31
- -5-5 5

http://kokos.gmk.cz



