
30.roèník ⋆ 3.leták

Svátky klidu a míru minuly, pøi¹el nový rok a my se v¹ihni vraíme zpìt

do ¹koly. Ale nezoufej! S novým rokem toti¾ pøihází ji¾ tøetí KoKoSová série,

aby Ti zpøíjemnila tyto zimní dny. Jako obvykle zde najde¹ pokraèování pøíbìhu,

¹est zajímavýh úloh a naví Piroh, ve kterém se podíváme na Teorii her. Pøe-

jeme Ti hodnì zdaru pøi øe¹ení úloh, ale pøedev¹ím hodnì zdraví a spokojenosti

v novém roe.

Víkendovka s KoKoSem

Abyhom Ti je¹tì víe pøiblí¾ili ná¹ korespondenèní semináø KoKoS, a zároveò

Tì odmìnili za Tvou snahu, pøipravujeme pro Tebe Víkendovku s KoKoSem,

která probìhne 1.{4. 2. 2018 v budovì Domova mláde¾e pøi Gymnáziu Mikulá¹e

Koperníka v Bílovi, a to pod pedagogikým dohledem za organizae studentù

gymnázia.

Jedná se o 4 dny plné zábavy, her, a také pøedná¹ek na témata matematiká,

fyzikální èi hemiká.Cena, stanovená na 300 Kè, zahrnuje ve¹kerý program vèetnì

stravy a ubytování. Pokud má¹ jakékoliv otázky, neváhej se obrátit na ná¹ email

gmkkokos�seznam.z, kde Ti rádi v¹ehno vysvìtlíme. Pokud je Ti v¹e jasné, tak

neváhej a vyplò na¹i internetovou pøihlá¹ku, kterou najde¹ na na¹ih webovýh

stránkáh kokos.gmk.z. Poté, o ji obdr¾íme, Ti do nìkolika dnù za¹leme email

s podrobnými informaemi. Tì¹íme se na Tebe!

Zadání úloh

Bìtka za¾ívala v adventníh dneh neobvyklý poit, kterému sama nevìøila. Od té

doby, o ji Alois zaèal douèovat matematiku, nemohla si pomot a dokone se ráda uèila

ve volném èase. Pøíklady ji doslova vtahovaly, obèas se pøistihla, ¾e si v jednu ráno kreslí

grafy èi podivné geometriké obraze.

Nejvíe ji v¹ak vykolejilo, kdy¾ zjistila, jaí jsou matematii ákaèi. Sedívala teï

vìt¹inu hodin s Aloisem a ten buï hodinu prospal, nebo hledìl z okna. Bìtka byla pøe-

svìdèena, ¾e kdo se zabývá matikou, musí být automatiky ¹prt. Èím ví v¹ak poznávala

Aloisovy kamarády, tím ví zji¹»ovala, jak se mýlila.

Jednoho dne v hodinì biologie Alois kompletnì pøestal dávat pozor, vytáhl z aktovky

zápalky a vysypal je na stùl. þTohle u¾ mì nebaví, pojïme si zahrát hru.ÿ
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Úloha 1. (7 bodù): Alois vysypal na stùl balíèek zápalek. Bìtka nevìdìl pøesnì,

kolik jih je, ale odhadla, ¾e je jih víe ne¾ 10. Pak Alois navrhnul, ¾e si zahrají

následujíí hru: Alois mù¾e odebírat 1 nebo 2 zápalky. Bìtka mù¾e odebírat 3 nebo

5 zápalek. Prohrává ten hráè, který nemá ¾ádný dal¹í povolený tah. Mù¾eme urèit,

který z hráèù má vyhrávajíí strategii bez toho, abyhom vìdìli, který z hráèù

zaèíná?

Bìtka byla hrou nejdøív trohu zmatená, ale ryhle se jí podaøilo pøijít na prinip.

þNikdy mì ani nenapadlo, ¾e hry mù¾u hápat matematiky,ÿ podivila se.

þVidí¹, matematika je u¾iteèná, dá se aplikovat i na reálný svìt,ÿ vysvìtloval Alois.

þTomuhle se øíká teorie her. Hele, uká¾u ti dal¹í hru.ÿ

Úloha 2. (6 bodù): Na stole le¾í 91 zápalek. Bìtka a Alois si støídavì berou od

2 do 5 zápalek. Prohrává ten hráè, který si u¾ nemù¾e brát zápalky. Mù¾eme urèit

vhodnou výherní strategii pro nìkterého z hráèù?

Sotva stihli odehrát jedno kolo, kdy¾ jim uèitelka zápalky zabavila a oba napomenula.

Alois mìl sie rezervní balíèek, ale nehtìl ho vytahovat, proto¾e uèitelka je teï bedlivìji

sledovala.

þJestli tì to zaujalo, pojï se mnou po ¹kole, máme zrovna sraz nad¹enù pro mate-

matiké hry, o¾ je vlastnì vìt¹ina matematikù na ¹kole.ÿ

þCo byh tam dìlala? Akorát byh se ítila hloupì, je¹tì matematiku tolik neumím.ÿ

þAle neboj, ¾ádné pokroèilé vìdomosti nepotøebuje¹, jsou to jenom hry.ÿ

Bìtka tedy souhlasila a po koni vyuèování se vydala s Aloisem. Kdy¾ vstoupili

do klubovny, spatøila Bìtka podivný jev. Dva ¾ái sedìli u stolu a zdálo se, ¾e hrají

¹ahy, ale jen s jednou �gurkou. Po hvíli pozorování v¹ak odkoukala pravidla a zaèala

se hytat.

Úloha 3. (7 bodù): Jirka a Marta hrají hru na ètverovém poli 7 × 7. Hráèi

pohybují �gurkou smìrem nahoru nebo doleva o libovolný poèet políèek. Figurka

je umístìná v pravém dolním rohu. Hráèi se støídají, pøièem¾ zaèíná Jirka. Pro-

hrává ten, kdo nemá mo¾ný tah. Kdo má vyhrávajíí strategii?

þFakt má talent, Aloisi,ÿ pokýval Jirka uznale hlavou, kdy¾ se Bìtka zeptala na správ-

nost svého øe¹ení. Pak Bìte pøedstavili ostatní v klubovnì, mìla problém si v¹ehna

jména zapamatovat.

þJe¹tì si tì trohu otestujeme, a» vidíme, jestli jsi jenom nemìla ¹tìstí. Pojï sem,

Kubo, a uka¾ nám tu hru s minemi.ÿ Kuba vzal balíèek èokoládovýh miní z hromádky

sladkostí a ukázal Bìte svou hru.

Úloha 4. (7 bodù): Jirka a Kuba na stùl ètverového tvaru støídavì pokládají

mine, v¹ehny stejného tvaru. Polo¾it mini mohou tak, aby nepøesahovala okraj

stolu nebo nepøekrývala jinou mini. Prohrává ten, kdo nemù¾e provést svùj tah.

Kdo má vyhrávajíí strategii, jestli¾e zaèíná Kuba?

Po dvou názornýh koleh Bìtka problém vyøe¹ila a dostalo se jí mnoha pohval.

Zbytek odpoledne strávila Bìtka hraním nejrùznìj¹íh her s matematiky. Zjistila, ¾e to

jsou doela fajn lidi a ne taková banda podivínù jak si myslela.
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þMyslím, ¾e teï tì mù¾eme o�iálnì pova¾ovat za èlena kolektivu,ÿ oznámil jí po estì

domù Alois.

þCo to obná¹í? Hraní her v hodináh?ÿ usmála se Bìtka.

þTo jenom kdy¾ se mo nudíme. Obenì ale máme pár tradi. Napøíklad na Vánoe

si místo dárkù vymìòujeme úlohy k øe¹ení.ÿ

þJá ale úlohy vymý¹let neumím!ÿ zdìsila se.

þNeboj, to pøijde. Naví tím, ¾e jsi nová, nikdo od tebe úlohu letos èekat nebude,

ale nìjakou ti po¹lu, a» si zvyká¹.ÿ

Na ©tìdrý veèer Bìtka úlohu opravdu dostala.

Úloha 5. (8 bodù): Mìjme 2n + 1 (n je pøirozené èíslo) hromádek bonbónù.

Na ka¾dé hromáde se nahází pøesnì 420 bonbónù. Bìtka a Alois hrají hru.

Bìtka zaèíná a postupnì odebírají 1 a¾ k bonbónù (k je pøirozené èíslo vìt¹í ne¾

1). Urèete v¹ehny mo¾né hodnoty k, tak aby mìl Alois vyhrávajíí strategii.

Dlouho nad úlohou pøemý¹lela, málem ani nevy¹la z pokoje, a¾ kdy¾ ji maminka

zavolala na ¹tìdroveèerní veèeøi.

þPosly¹, Bìtko, je sie hezké, ¾e se tak zajímá¹ o matematiku, ale nepøehánìj to.

S takovou z tebe za hvíli bude podivín,ÿ varoval ji tatínek.

þProè by se ze mì mìl stát podivín?ÿ

þNo, u¾ teï jsi elé odpoledne prosedìla v pokoji.ÿ

þA ty zase sedí¹ elé odpoledne u televize, tati, o tolik hor¹í to nebude.ÿ

þBìtka má pravdu, ÿ ozvala se maminka, þtaky by ti nìjaká matematika neu¹kodila.ÿ

To tatínka umlèelo a u¾ si nestì¾oval. Nenápadnì pak Bìte nakukoval pøes rameno,

kdy¾ si kreslila grafy v obývaím pokoji.

Druhý den se objevila dal¹í úloha. Tuhle Bìtka neèekala, ale zdálo se, ¾e to je problém

z reálné situae

Úloha 6. (7 bodù): Sourozeni Max a Magda dostali na Vánoe mléènou èokoládu

4× 8. Rozhodli se, ¾e si zahrají hru s takovými pravidly:

• První jede Max.

• Sourozene, který je na øadì, rozlomí èokoládu podél vylisované linie.

• Hráèi nemohou lámat èokoládu tak, aby vznikl kousek 1× 1.

• Ten hráè, který nemá u¾ o lámat, prohrává elou èokoládu.

Kdo vyhraje elou èokoládu?

Podle Aloise byl tohle doela normální zpùsob, jakým se øe¹ily spory o sladkosti mezi

matematiky. Èokoládu nakone nedostal ani ten, kdo vyhrál. Víe se enilo vyøe¹ení

obeného problému. Bìte se takový zpùsob líbil, rozhodnì byl lep¹í ne¾ se jen tupì

hádat.

Nikdy pøedtím by ji to nenapadlo, ale teï se tì¹ila do ¹koly. To u¾ se jí nestalo

tak od páté tøídy. Mo¾ná to nebylo ani tak o ¹kole, jako spí¹ o novýh kamarádeh. . .

a samozøejmì o novýh úloháh.
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Øe¹ení úloh 3. série posílejte do 9.2.2018 na známou adresu:

KoKoS

Gymnázium Mikulá¹e Koperníka

17. listopadu 526

743 01 Bílove

Autorská øe¹ení 2. série

Úloha 1.

Celý první nákup by po zdra¾ení stál 100 + 100 · 30% = 130 Kè. Ná¹ druhý

nákup ale stál jen 100 Kè s tím, ¾e hranolek bylo stejnì, ale kofoly bylo jen 0,25 l

místo 0,5 l. Z toho vyplývá ¾e 0,25 l kofoly stálo po prvním zdra¾ení 30 Kè.

Hranolky po prvním zdra¾ení musely stát 100− 30 = 70 Kè. Po druhém zdra¾ení

tyto hranolky budou stát 70 · 30% = 91 Kè. Za 100 Kè si Bìtka hranolky poøídit

mù¾e.

Jiné øe¹ení:

Oznaème si x enu hranolek a y enu 1 l kofoly. Ze zadání platí rovnie:

x+ 0, 5y = 100

1, 3(x+ 0, 25y) = 100

Z první rovnie vyjádøíme y a dosadíme do druhé:

y = 200− 2x

1, 3[x+ 0, 25(200− 2x)℄ = 100

vyøe¹íme:

1, 3[x+ 0, 25(200− 2x)℄ = 100

0, 5x+ 50 = 100/1, 3

0, 5x = 27

x = 54

Spoèítali jsme, ¾e hranolky pøed prvním zdra¾ením stály pøibli¾nì 54 Kè.

Po druhém zdra¾ení budou stát (54 · 1, 3) · 1, 3 = 91 Kè. Hranolky po druhém

zdra¾ení budou stát pøibli¾nì 91 Kè, proto si je Bìtka mù¾e za 100 Kè koupit.

Hanka
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Úloha 2.

Pro pøevod teplot ze stupnie Celsia na Fahrenheitovu stupnii platí vztah:

F =

9

5

C + 32, kde C je teplota ve stupníh Celsia, F je teplota ve stupníh Fa-

hrenheita.

Hledaná teplota má být stejná ve stupníh Fahrenheita tak ve stupníh Celsia,

proto platí F = C. Do prvního vztahu dosadíme F za C. Následná rovnie vypadá:

C =

9

5

C + 32

.

Úpravou dostaneme:

C = −40

.

Teplota Fahrenheitovy stupnie stejná jako v Celsiovì je pøi −40◦C.
Zuzka

Úloha 3.

Oznaème si elkovou prái jako x. Pak za hodinu Petr udìlá

x

9

, Jirka

x

12

,

Milan

x

18

. Oznaème èas od hvíle kdy pøijde Milan jako t, pak musí platit:

(3x+ tx)

9

+

(x+ tx)

12

+

(tx)

18

= x

Úpravou dostaneme:

(15x+ 9tx)

36n
= x

9tx = 21x

t = 2 +

1

3

Kdy¾ k výsledku pøièteme 3 hodiny, které ubìhly od zaèátku do doby, kdy

pøi¹el Milan, tak získáme výsledný èas 5 hodin a 20 minut.

Magda
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Úloha 4.

Oznaèíme si Karla jako a, dále Edu jako b, Alenku jako c a Arabelu jako d.
Víme, ¾e a < 400 a a > (

702

2

). Tudí¾ hledáme èíslo a v intervalu od 351 do 400.

Zjevnì bude trojiferné. V¹ehny jeho èíslie jsou lihé a musí být taky dìlitelné 5,

to znamená, ¾e èíslo a konèí na 5 a z první podmínky musí zaèínat na 3. Aby byl

iferný souèet roven 17, musí být zbývajíí èíslo 9. Tak¾e Karel má 395 let. Vìk

Edy vypoèítáme jako b =

(a{1)

2

=

394

2

= 197. Vìk Arabely vypoèítáme jako

d =

(b{7)

10

=

190

10

= 10. Celkový vìk Alenky dostaneme odeètením souètu Arabely,

Edy a Karla od souètu vìkù v rodinì. c = 702− 395− 197− 19 = 91 let.

Venda

Úloha 5.

Vzhledem k tomu, ¾e jsou body K a L støedy stran AB a AC, pak je úseèka

KL støední pøíèkou trojúhelníku. Jedna z vlastností støedníh pøíèek nám øíká,

¾e: |KL| = |BC|/2 = 3, 5 m. Teï mù¾eme øít, ¾e velikost vý¹ky u vrholu

A v trojúhelníku AKL je polovièní ne¾ vý¹ka na stranu a v trojúhelníku ABC,
tak¾e va = 6 m. Dále pou¾ijeme goniometriké funke k vypoèítání velikostí úhlù

v trojúhelníku ABC.

sin γ =

va
|AC|

tanα = tanβ =

va

|BC| −
√

(|AC|2 − v2
a
)

Velikosti úhlù v trojúhelníku jsou: α = β = 60

◦
30 a γ = 59

◦
.

Jirka

Úloha 6.

Pùvodní èíslo si mù¾eme zapsat jako 100a+10b+c, nové èíslo jako 100c+10b+a,
kde a, b, c jsou èíslie. Odeètením nového èísla od pùvodního dostaneme 99a{99c,
o¾ se má rovnat 99. Proto a{c = 1, první a tøetí èíslie se tedy li¹í o 1. Proto¾e

trojiferné èíslo nemù¾e zaèínat nulou, máme 8 mo¾nýh dvojia, c: (2,1), (3,2),
(4,3), (5,4), (6,5), (7,6), (8,7), (9,8). Na místo desítek mù¾eme umístit jakoukoliv

èíslii, tzn. 10 mo¾ností. Celkem máme 8 · 10 = 80 trojifernýh èísel splòujííh

danou vlastnost.

Barèa
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Teorie her

Èím se vlastnì teorie her zabývá?

Teorie her se zabývá rozhodováním v koniktníh situaíh. To znamená v si-

tuaíh, kdy nezále¾í jenom na na¹em rozhodnutí, ale i na rozhodnutí ostatníh

zúèastnìnýh (hráèù). Jako pøíklad si mù¾eme uvézt hru pi¹kvorky, proto¾e ka¾dý

tah soupeøe ovlivní ná¹ budouí tah. Teorie her se v dne¹ní dobì vyu¾ívá v mnoha

oblasteh, napøíklad v politologii, ekonomii, soiologii . . .

Kombinatoriké hry

Nejdøíve si øeknìme, jaké podmínky musí kombinatoriké hry splòovat. Nejdù-

le¾itìj¹ím pravidlem je, ¾e v takovýh hráh nesmí o nièem rozhodovat náhoda.

Tøeba hra: þÈlovìèe, nezlob seÿ není kombinatorikou hrou, proto¾e zde hraje

zásadní roli náhoda a my nemù¾eme nijak ovlivnit a promý¹let tahy dopøedu.

Dal¹ím pravidlem je, ¾e oba dva hráèi mají kompletní informae. Jinak øeèeno, ¾e

ani jednomu nejsou zatajena pravidla nebo mo¾nosti druhého hráèe. Napøíklad

þPokerÿ taky není kombinatorikou hrou, proto¾e ¾ádný hráè bìhem hry neví,

jaké karty dr¾í ostatní hráèi v rue. Posledním pravidlem je, ¾e tahy v¹eh hráèù

jsou raionální. Neboli, ¾e oba hráèi hrají podle nejlep¹í strategie, dìlají pouze

promy¹lené tahy a nedopou¹tí se hyb.

Strategie

Pojmem strategie rozumíme nìjaké pravidlo pro rozhodování v jednotlivýh po-

ziíh hry. V této sérii a PiRoHu se budeme zabývat pouze hry, které nepøipou¹tí

remízu a mají koneèný poèet tahù. Hra tedy konèí vítìzstvím jednoho z hráèù.

Ve vìt¹inì pøíkladù budeme hledat, který hráè má vyhrávajíí strategii. Kdy¾

se bude daný hráè dr¾et vyhrávajíí strategie, tak musí ve høe zvítìzit a to nezá-

visle na tazíh druhého hráèe.

Metody øe¹ení pøíkladù

Uka¾me si teï nìjaké typy úloh na teorii her a zpùsoby øe¹ení. U ka¾dé úlohy si

uká¾eme jiný zpùsob øe¹ení.

KoKoS, Gymnázium Mikulá¹e Koperníka, 17.listopadu 526, 743 01 Bílove
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1. Dva hráèi hrají hru s èokoládou, která má 4 × 10 dílkù. Bìhem ka¾dého

tahu ji hráè o je zrovna na øadì podél nìkteré èáry rozlomí. Kdo mám

vyhrávajíí strategii, pokud prohrává hráè, který nemá ¾ádný tah?

øe¹ení: Tuto úlohu lze øe¹it logikým rozborem. Na zaèátku hry máme jeden

kus èokolády. Po prvním tahu z ní budou 2 kusy a po ka¾dém dal¹ím tahu

se poèet kusù zvìt¹í o 1. Na koni hry, kdy u¾ nikdo nemá ¾ádný tah, budeme

mít èokoládu rozlámanou na 4× 10 = 40 dílkù. To znamená, ¾e bìhem hry

lze elkem udìlat právì 39 tahù, tak¾e vyhrávajíí strategii musím mít nutnì

hráè, který zaèíná.

2. Máme hromádku, kde je 11 sirek. Hráèi postupnì bìhem svého tahu vytahují

z hromádky 1 nebo 2 sirky. Urèete, který hráè má vyhrávajíí strategii,

pokud prohrává hráè, který nemù¾e provézt ¾ádný tah.

øe¹ení: Tuto úlohu mù¾eme øe¹it tzv. zpìtným rozborem. Nakresleme si jednot-

livé poèty sirek, které mohou na stole le¾et. Koneènou pozii, kdy je na stole

0 zápalek, si nazvìme jako prohrávajíí pozii (oznaème si ji písmenem

P ), proto¾e ve hvíli, kdy tento poèet sirek bude na stole, tak hráè, o

je zrovna na øadì, prohrál. Prohrávajíí pozií tedy hápeme situai bìhem

hry, pøi které mù¾eme jednoznaènì øít, ¾e hráè na tahu nemá vyhrávajíí

strategii. Teï si rozeberme pøípad, kdy se na stole nahází 1 nebo 2 zápalky.

Tyto pozie jsou vyhrávajíí, jeliko¾ hráè na tahu mù¾e udìlat tah takový,

aby se na stole naházelo 0 sirek. Tím dostane druhého hráèe do prohrá-

vajíí pozie. Vyhrávajíí pozii (oznaème si ji písmenem V ) tedy hápeme

situai bìhem hry, pøi které mù¾eme jednoznaènì øít, ¾e hráè na tahu má

vyhrávajíí strategii. Situai, kdy jsou na stole 3 sirky, nazveme taky jako

prohrávajíí, proto¾e hráè na tahu mù¾e táhnout jen tak, ¾e dostane dru-

hého hráèe do vyhrávajíí pozie. Takhle mù¾eme postupnì doplnit oznaèení

pozi pro v¹ehny mo¾né poèty sirek na stole (viz tabulka).

| || ||| |||| ||||| |||||| ||||||| |||||||| ||||||||| |||||||||| |||||||||||
P V V P V V P V V P V V

Vyhrávajíí strategii má tedy zaèínajíí hráè.

3. Na stole le¾í 2 hromádky se stejným poètem kamenù. Hráèi postupnì ode-

bírají libovolný poèet kamenù, ale mù¾ou v jednom tahu odebírat pouze

z jedné hromádky. V tazíh se postupnì støídají a vyhrává hráè, který udìlá

poslední tah (po jeho tahu nezbude na stole ¾ádný kámen). Který z hráèù

má vyhrávajíí strategii?

http://kokos.gmk.z



Teorie her 9

øe¹ení: K øe¹ení tohoto pøíkladu vyu¾ijeme tzv. metodu symetrie. Poka¾dé,

kdy¾ zaèínajíí hráè odebere nìjaký poèet kamenù, tak druhý hráè provede

ten samý tah jen druhé hromáde. Tím zajistíme, ¾e po tahu druhého hráèe

bude poèet kamenù na obou hromádkáh stejný. Ve hvíli, kdy odebere

zaèínajíí hráè poslední kámen z jedné hromádky, odebere v dal¹ím tahu

i druhý hráè poslední kámen z druhé hromádky, èím¾ vyhraje. Vyhrávajíí

strategii má druhý hráè.

4. Mìjme na papíøe napsané èíslo 2. V ka¾dém tahu k nìmu budeme pøièítat

nìjakého dìlitele napsaného èísla, které je v¹ak men¹í ne¾ èíslo samotné.

Po ka¾dém tahu se nám èíslo na papíøe bude mìnit. Hráè, který jako první

pøekroèí svým tahem hodnotu 100, prohrál. Kdo má vyhrávajíí strategii?

øe¹ení: Rozkresleme si nìkolik prvníh pozi, do které se mù¾e hra dostat (v

závore je v¾dy zapsáno èíslo, které jsme pøièetli). Vzhledem k tomu, ¾e

hra není nekoneèná, musíme nìjak zpìtným rozborem dospìt k urèení jed-

notlivýh vyhrávajííh a prohrávajííh pozi. Rozdìlme si tedy úlohu na

dva pøípady podle toho, jestli je pozie 6 vyhrávajíí nebo prohrávajíí.

a) Pozie je vyhrávajíí. Ve hvíli, kdy je na papíøe napsáno èíslo 4,

je na øadì 1. hráè (zaèínajíí hráè). Potom 1. hráè pøiète èíslo 1, èím¾

dostane druhého hráèe do pozie, kdy mù¾e pøièíst pouze èíslo 1 a do-

stat tak na papír èíslo 6. Tímto zpùsobem dostal 2. hráè 1. hráèe do vy-

hrávajíí pozie.

b) Pozie je prohrávajíí. 1. hráè udìlá tah, bìhem kterého pøiète èíslo

2. Tento tah dostal 2. hráèe do prohrávajíí pozie, proto je hráè 1

v pozii vyhrávajíí.

Tímto postupem jsme zjistili, ¾e kdykoliv nezávisle na dal¹íh tazíh mù¾e

1. hráè udìlat tah tak, aby byl ve vehrávajíí pozii a vyhrál.

Jirka
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