KOKOS

28.roc¢nik * 3.letak

Mily resiteli!

Mame tady novy rok a s nim i dalsi sérii KOpernikova Korespondencéniho
Seminafe. Chtéli bychom Ti v tomto roce poprat jen to nejlepsi, hodné vytese-
nych matematickych tloh nejen z naseho seminaie a dobfe fungujici kalkulacku.
Ulohy v této sérii jsou tematicky zaméfeny na kombinatoriku a pravdépodobnost,
pfi¢emz vice o tomto odvétvi matematiky se doc¢tes v PiRoHu na konci této sé-
rie. Uz brzy se také dozvis vice o dalsim soustiedéni, které planujeme na jaro 2016.

Zadani uloh

Prislo zafi a s nim novy $kolni rok. Ducha uz Pepik dlouho nevidél, ale tajemnéa kniha
mu porad lezela na poli¢ce. Ani se ji zatim nenaméhal pokusit ptelozit, ale rozhodl se,
Ze se o to pokusi, a ne sdm. A tak chtél o vikendu pozvat Ignice na pyZamovou pérty,
aby spole¢né zdhadu vyfesili. I[gnac s ndpadem souhlasil, ale pfipomnél Pepikovi, ze mél
do skoly nékolik domacich tkolt, které musel pfednostné spocitat. Pepik je ovsem taky
jesté hotové nemél, a tak se do toho hned pustil.
Uloha 1. (9 bodu): Mgéjme tii pfirozend ¢isla a, b, ¢, jejichz soucin je roven ¢islu
450. Urcete pocet usporadanych trojic ¢isel a, b, ¢, pro kterd dana rovnost plati.

Pepik mél priklady brzo hotové, a tak mu nezbyvalo nic jiného nez cekat. Vzal do
rukou knihu a trochu si ji prolistoval, ale stejné mu to k nicemu nebylo. Textu sice
kniha neobsahovala moc, jen tu jednu dvojstranu, ale i tak to bylo na Pepika, ktery
¢etl maximalné tak komiksy a latinsky viilbec neumél, moc. Proto si pred Ignacovym
prichodem jesté sedl, vzal do ruky hraci kostky a chvili si o samoté koulel.

Uloha 2. (7 bodi): Pepik héze tfemi kostkami, na kterych jsou vidy dvé jednicky
a potom cCisla 2-5. Jaka je pravdépodobnost, ze hodi:

a) tfi jednicky

b) tfi stejnd ¢isla (kromé jednicek)

c) dvé jednicky a dvojku
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Najednou zazvonil zvonek — to uz priSel Ignéac. Pfivital se s Pepikem a hned na néj
vychrlil tolik véci, Ze az z toho Pepikovi $la hlava kolem. Co ale hlavné druhy chla-
pec zduraznoval, bylo, Ze nepochopil jeden z prikladi v domécim tkolu a jestli by mu
kamarad nepomohl. Pepik si povzdechl a svolil.

Uloha 3. (6 bodu): Uréete pocet viech pFirozenych

a) dvojcifernych

b) trojcifernych

¢isel, v jejichz dekadickém zéapisu se kazda ¢islice vyskytuje nejvyse jednou.

Po tomhle tkolu obéma chlapcim trochu hucelo v hlavé, a tak se rozhodli jit ven.
Kdo vi, tfeba tam i potkaji ducha. Ale nepotkali. Chudaci chlapci se po chvili zacali nudit
a premysleli, jak by se zabavili. Nic nevymysleli, a tak si sedli na lavicku a poslouchali
ptaci zpév.

Uloha 4. (8 bodii): Na 4 stromech byli ptacci. Na jednom byli zeleni, na druhém
Cerveni, na tfetim modii a na ¢tvrtém zluti. Pocet vSech ptackt byl 60. Zeleni
ptéacci zpivali vzdy co 3 minuty a hlasitost kazdého z nich byla 20 H, ¢erveni zpivali
co 5 minut s hlasitosti 15 H, modfi co 7 minut s hlasitosti 25 H a zluti co 8 minut
s hlasitosti 35 H. V okamziku, kdyz zpivali tplné vSichni ptacci dohromady, byl
soucet jejich hlasitosti 1420 H. Vime, ze modrych ptackid bylo presné 17, soucet
hlasitosti zelenych ptackt byl alespon 600 H, ale méné, nez 650 H, soucet hlasitosti
zlutych ptacku byl alespon 300 H.

a) Co kolik minut zpivaji vSichni ptaéci dohromady?

b) Co kolik hodin zpivaji vSichni pta¢ci dohromady.

¢) Kolik je zelenych, ¢ervenych a zlutych ptacka?

Poslouchani ptackt ovsem chlapce brzo prestalo bavit a navic uz se zacinalo stmivat,
a tak rychle zamifili zpét k Pepikovi domi. Tam otevfeli knihu a Google prekladaé, ale
i s jeho vypomoci z textu moc chytii nebyli. Néktera slova dokonce nesla moc precist a
z toho mala, co slo, rozlustili jen slova jako hrad, ¢arodéj, dluh a zakopany. Chlapci z
toho byli celi mrzuti, a tak se rozhodli, Ze si zahraji karty, aby se uklidnili.

Uloha 5. (6 bodu): Pepik a Igndc hraji karty. Jeden vzdy otodi kartu a podiva se
na ni (ale neukdze ji druhému) a druhy hadd barvu karty (piky, kiize atd.) Jaka
je Sance, ze druhy uhddne vsech 64 karet spravné?

Mezitim venku zacalo jemné prset a po chvili se z toho stala poradna boutka. Ignac
prohlésil, Ze uz ho karty nebavi, a Sel se do koupelny umyt. Pepik se opét ocitl o samoté.
Byl zklamany, ze dnes na nic neptisli a pfemyslel, co asi znamenala ta slova, ktera se jim
podafilo pielozit. Ze by byl duchtiv poklad zakopany na néjakém hradé? Ale po svété
jsou stovky hradt, prohledat je vSechny by zabralo hrozné dlouho. Pepik si povzdechl.
Budou muset pockat, jestli se jim duch urac¢i nékdy pomoct. Jak tak Pepik cekal na
Ignace, zacal se nudit, a tak si s kartami hral sam.
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Uloha 6. (6 bodii): Pepik vzal bali¢ek 32 karet, zamichal ho a karty rozdélil na
8 hroméadek tak, ze v kazdé hromédce byly 4 karty. Jaka je pravdépodobnost, ze
v kazdé hromadce budou mit vSechny karty stejny znak?

Ny Najednou se s obrovskym rachotem otevielo okno a do po-
N el Najednou se s obrovskym ract } !
| e ) 4{ = koje zacalo prset a fucet. Nékteré karty vyletély z okna, a¢ se
“_\\ Bt "[\_( I\ jim v tom Pepik usilovné snazil zabranit. To uz mu naladu zka-
b % » /% ‘ zilo Uplné. Posadil se na postel a smutné koukal do zems, kdyz
q‘ : vtom se nad nim ozvalo: ,Co tak smutné, hochu?“ vzhlédl a
> X\ nevéril svym oéim — v jeho pokoji stal duch!

s

Resend ailoh 3. série posilejte do 10.2.2016 na zndmou adresu:
KoKoS
Gymnazium Mikulase Kopernika
17. listopadu 526
743 01  Bilovec
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Autorska reSeni 2. série

Uloha 1.

Vime, ze |[AP|] = r — 5 , |PC| = 50 a délku
useCky AC si ozname jako r . VyuZijme trojthelniku
ACP a pomoci pythagorovy véty si vytvorme rovnici a

upravme:
r? = (r —5)? 4507
r=252,5

K vypoctu délky oblouku vyuzZijeme vzorec, kde D je
délka oblouku a « je tthel BAC:
D — Tr-o
180
Velikost thlu «, lze spocitat pomoci goniometrickych
funkei. Velikost thlu vychézi pfiblizné o = 22°50’. Déle staci dosadit do rovnice.
Délka lana je pfiblizné 100,665 m.

Jirt

Uloha 2.
Nejmensi spoleény nasobek cisel 4;5 a 7 je 140, proto kazdé 140-té cislo bude
délitelné témito cisli. Pocet takovych ¢isel mensich nez 1000 uréime jako podil
1000 a 140, coz je 7.

Kuba

Uloha 3.
Po sestrojeni osy thlu, ktery sviraji tecny, dostaneme pravouhly trojihelnik ST77.

tg30° = £em, v = 2,887cm, odtud o = 18,14cm a S = 26, 184cm?

Berca
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Uloha 4.
Pokud vyska 3. sloupce byla 100%, tak vyska 2. sloupce byla 140%. Abychom
udélali sloupce stejné vysky, potiebujeme na to urcity pocet knizek vysokych 3
cm nebo o 50% vic knizek vysokych 2 cm. Pokud pocet knizek v 3. sloupci byl
100%, tak pocet knizek v 2. sloupci byl 140%+50% z 140% = 140%+70% = 210%.
Pocet knizek v 3. sloupc1 byl = ze vSech knizek, takze pocet kniZzek v 2. sloupci
byl & Lx % 2(1)8 = 20 Tyto pocty musime prevést na nejmensi mozny spolecny
Jmenovatel protoze chceme zjistit pocet knizek v 1. sloupci, ktery je nejmensim
moznym celociselnym ¢islem.
Proto pocet knizek v 3. sloupci = 60, v 2. sloupci= 2 60, v 1. sloupci = % - % = %.
To znamena, Ze pocet knizek vysokych 1 cm byl 29. Ve tfetim sloupci bylo 10
knizek vysokych 3 cm, takze sloupec byl vysoky 30 cm. Prvni sloupec byl tedy
nizs$i o 1 cm od sloupce tfetiho.

Damian

Uloha 5.

Nejprve si uréime pomér obsahil trojuhelnikt ABE a ESC. Vime, Ze to jsou
pravothlé trojuhelniky, které maji jednu odvésnu stejné dlouhou (|AE| = |CE)).
Obsah trojuhelniku se vypocita jako% -a-vq. Vyskami v trojihelnicich tedy budou
zminéné stejné dlouhé strany, déle vime, Ze trojuhelnik ABE ma zakladnu dvakrat
delsi nez trojuhelnik ESC (|JAB| = 2 - |SC|) — mé4 rovnéz dvakrat vétsi obsah
— SABE : SEsc = %|QSC| -V %|SC| cv=2:1.

Nyni zbyvé uréit pomér obsaht trojuhelniki ESC a ASC. Vidime, Ze strana SC
je spolecna pro oba trojuhelniky. Tato tisecka bude ve vzorci pro vypocet obsahu
slouzit jako zakladna. Je zfejmé, ze vyska trojuhelniku ESC (na stranu SC) je
dvakréat delsi nez vyska trojahelniku ASC (na stranu SC) — Sgsc : Sasc =
21SC|-v: 3|SC|- 2 =2:1.

SaBeE :SEsc =2:1,Sgsc : Sasc =2:1— Sapr : Spsc : Sasc =4:2: 1.

Barca

Uloha 6.
Cislo 2013 je liché, proto tohle &islo miizeme dostat pouze jako soucet lichého a
sudého prvocisla. Jediné sudé prvocislo je ¢islo 2, proto druhé prvodislo je 2011.
Soucin téchto ¢isel je 4022.

Tomas
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Zakousni se!

Kombinatorika a pravdépodobnost

V tomto PiRoHu si povime néco o kombinatorice. Tento text by vam mél
pomoct vyresit tlohy v této sérii. V celém PiRoHu se bude objevovat spousta
prikladt, nékteré budou fesené a ostatni budou urceny pro vase procviceni, vy-
sledky téchto tiloh budou uvedeny na konci PiRoHu.

Kombinatorika

Kombinatorické pravidlo soucinu

Méjme mnozinu A a mnoZinu B. MnoZina A ma 5 prvki a mnozina B mé prvka
6. Pokud budeme chtit zjistit, jak lze kombinovat jeden prvek ze skupiny A s
druhym prvkem ze skupiny B, bude pocet kombinaci roven soucinu poctu prvka
v jednotlivych skupindch (v tomto pfipadé je to 5x6=30).

Pojdme si toto pravidlo ukdzat na piikladu.

Meéjme 3 svétlé barvy a 4 tmavé barvy. Na paleté chceme smichat jednu svétlou
barvu a jednu tmavou barvu. Kolika zptsoby to mfizeme provést? Reknéme, Ze
svétlé barvy budou bila, zlutd, oranzova a tmavé budou modré, zelend, ¢erna,
hnéda. Predstavme si, Ze jsme na paletu nanesli bilou barvu - k ni mtizeme ptidat
4 barvy tmavé (to jsou 4 moZnosti). Dale uvazujme to samé, ale tentokrat s bar-
vou zlutou, ke které zase lze pfidat 4 barvy tmavé (dalsi 4 moznosti). A posledni
barva oranzové, kterou mizeme zkombinovat zase se ¢tyfmi barvami tmavymi (4
moznosti). Coz je celkem 12 moznosti, jak smichat jednu svétlou a jednu tma-
vou barvu. Co jsme vlastné udélali? Pocdet vSech prvki (v tomto pfipadé to byly
barvy) z 1. skupiny jsme vyndasobili s po¢tem prvkt 2. skupiny. Prvky 1. skupiny
jsou 3 a prvky skupiny druhé jsou 4 a 3 x4 je skutecné 12, tudiz vysledek odpovida
i nasemu predchozimu postupu.

Ptiklady na procviceni:

1. Kolik uspofadanych dvojic éislic na kostce (1-6) miizeme dostat, jestlize hodime
2 krat kostkou?

2. Kolik uspotradanych trojic obrazkd na minci mizeme dostat, jestlize hodime
minci 3krat?

http://kokos.gmk.cz



Kombinatorika a pravdépodobnost 7

Permutace, variace, kombinace
Nez si prozradime, co znamenaji tyto pojmy, pojdme se jesté seznamit s pojmem
faktorial, ktery budeme nadale hodné vyuZivat. Faktorial se znac¢i vykfi¢nikem.
Je to soucin vsech pfirozenych cisel, ktera jsou mensi nebo rovna danému ¢éislu.
Vykfti¢nik piSeme vzdy za vyraz, jehoz faktorial chceme spoditat.
Obecné&: nl=nx(n—1)x(n—2)x..x3x2x1
napf.: 5!l =5 x4 x3x2x1=120

Variace
Variace vyuzivame, pokud z né€jaké mnoziny vybirdme urcity pocet prvki, pricemz
zalezi na poradi.

Ukazme si typickou tlohu na variace:

Méjme Sest rtiznych knih (oznacme je pismeny A — F') a tyto knihy chceme
umistit na policku. Spocitejte, kolika zptisoby jimi 1ze zaplnit prvni 3 mista zleva.
Oznacme si mista zleva Cisly 1-6. Vime, ze na prvnim misté maze byt 6 knih,
ale na druhém misté uz jich mtze byt pouze 5, protoze jedna kniha uz je na misté
prvnim a my mame kazdou knihu pravé jednou. Na tfetim misté mohou byt 4
knihy. Sou¢inem téchto moznosti dostaneme, Ze pocet variaci je 120.
Zapisme si pravidlo pro poc¢itani s variacemi:
V(ka TL) = (nﬁ—'k)l
kde:
n - po¢et prvki (v nasem piikladu to byly knihy)
k — pocet prvki, jejichz poradi néas zajima
V' - celkovy pocet variaci
Variaci se vyuziva v tlohach, kde nam zalezi na poradi prvka.

Permutace
Permutace jsou velice podobné variacim. Na rozdil od variaci, u permutaci nas
zajimaji moznd poradi vSech prvki. Pravidlo pro poc¢itani s permutacemi je stejné
jako u variaci, pouze uvazujeme, ze k = n.
Pravidlo pro pocet permutaci: P(n) = n!

Priklady:
3. Kolik pétimistnych cisel 1ze zapsat pomoci ¢islic 1, 2, 3, 4, 5 pokud vyuzijeme
kazdou ¢islici pravé jednou?
4. Kolik desetimistnych palindromi lze zapsat pomoci ¢islic 0, 2, 4, 6, 8?7 (pozn.
palindrom je ¢islo, které se v desitkovém zapisu, Cte zleva i zprava stejné, napr.
123454321)
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Kombinace
Kombinace se vyuzivaji, pokud z néjaké mnoziny prvka vybirdme urcity pocet
prvki, pfi¢emz nezalezi na potradi, v jakém tyto prvky vybirame. Typickou tlo-
hou je sportka. Vybirame ze 49 cisel 6 tak, ze nezalezi, v jakém pofadi je zvolime.
Pravidlo si zapiSeme néasledujicim zptisobem: K (k,n) = #’71@)'

Kde n je pocet prvki a k je pocet prvka, které chceme vybrat. Ukazme si po-
uziti na jiz uvedené uloze se sportkou. Spocitejme, kolik kombinaci ¢isel mizeme
zvolit.

Vyuzijme uvedeného vzorce:n = 49,k = 6

’ |
Po dosazeni: K (6,49) = grrzggyn = 13 983 816
Kombinaci pro vsazeni do sportky je 13 983 816.

Variace s opakovanim
Variace s opakovanim jsou podobné jako klasické variace, pouze dovolujeme, aby
se prvky z mnoziny, ze které vybirame, mohly opakovat.
Zapis pravidla: V'(k,n) = nk
Priklady:
5. Kolik existuje pétimistnych kédu?
6. Kolik ¢tyrmistnych ¢isel 1ze sestavit z ¢islic 2, 4, 6, 87
7. V tabulce 8 x8 chceme obarvit néktera policka na ¢erno a zbyla na bilo. Kolika
zptsoby to lze provést?

Kombinace s opakovanim
Kombinace s opakovanim se zase podobaji klasickym kombinacim, ale zase dovo-
lujeme, aby se prvky z mnoziny, ze které vybirame, mohly opakovat.
Zapis pravidla: K'(k,n) = %
Uvedme si priklad:
Kolika zpiuisoby 1ze rozdélit 20 bonbdént mezi 10 spoluzaku? Je to priklad na kom-
binace s opakovanim, protoze jeden spoluzdk muze dostat vice, dokonce vSechny,
bonbdény. Musime si spravné urcit, co je n a co k. Vybirame 20 ¢lenné kombinace
z 10 spoluzaki. Takze n = 10 a k = 20. Dosazenim do vzorce dostavame vysledek
10 015 005.
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Kombinatorika a pravdépodobnost 9

Pravdépodobnost
Pravdépodobnost ndhodného jevu nam fika, jak moc muzeme ocekavat, Ze na-

stane dany jev. Pokud chceme spocitat pravdépodobnost jevu, plati:
P = pocet jevi,u kterych pravdépodobnost zkoumdme
- podet vsech moznych vysledku
Ukazme si to na ptikladu. Chceme spocitat, jaka je pravdépodobnost, ze pii ha-

zeni kostkou ndm padne dvakrat za sebou Sestka? Podle pravidla sou¢inu méame
celkem 36 (6x6) uspofadanych dvojic, které mohou padnout, z nich pravé jedna
obsahuje dveé Sestky. Pokud chceme vypocitanou pravdépodobnost pfevést na pro-
centa, staci vysledek vynasobit stem.

P=l=L=98%

Priklady:

8. Jaké je pravdépodobnost, ze vytdhneme z balicku 32 karet na poprvé eso? (ba-
licek obsahuje 4 esa)

Vysledky:
1. 36
2. 8
3. 5!'=120
4. 5!'=120
5. 10° = 100 000
6. 4* =256
7 264
8. 1 =125%

Jirka
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Vysledkové listiny

Tady najdete iplnou vysledkovou listinu fesiteld.

AN

—
O o e BN R

Jmeéno
Adéla
Zuzana
Vit
Dalimil
Ondfej

jméno
Karel
Nikola
Gabriela
Martin
Michaela
Alexandr
Michal
Mikulas
Eligka
Eligka
Matous
Marek

6. roc¢nik

prijment 1234568
Houdkova 36322622
Kréméarikova 1 6 0 0 0 5 12
Mic¢kech - - - - - - 0
Stastny -6 --1613
Benisek - - - - - - 0
7. rocnik
prijment 12345658
Plasek 74878640
Razakowskd - 6 - 6 - 6 18
Dvorska - -6 -6 12
Mlecka, 16404621
Culikova 7642--19
Skalsky - - - - - - 0
Prochazka - - - - - - 0
Hlavaéek - - - - - - 0
Jordédnkova 2 6 4 - - 6 18
Hybnerovda - - - - - - 0
Reznitek - - - - - - 0
Dobias - - - - - - 0

52
31
27
23

82
60
54
52
49
42
37
32
28
27
19
13
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9. ro¢nik

11

8. roénik

jméno  piijment 1234568
1. Natalie Malendkova 7 6 8 7 8 6 42
2. David Kamensky 76878541
3. Jifi  Mockor 36868637
4. Vilém  Jankovsky 76877641
5. Veronika Krémarikovda 2 6 6 7 1 6 28
6. Matéj Martinik -64-8624
7. Vojtéch David - - - - - - 0
8. Karolina Storchovda - - - - - - 0
9. Matéj Volf - - - - - - 0

9. rocnik

jméno  prijment 1234568
1. Alina  Mojsova 46358632
2. Jana Kolenovskd 5 3 - 1 - 5 14
3. Martina Novotna - - - - - - 0
4. Jan Kacenka 76 - --619
5. Jakub Michna 768 -06 27
6. Adam Kiivka - - - - - - 0
7. Erika Vladarova 16 ---017

2

83
81
75
74
o8
42
41
26
12

65
47
33
32
27
26
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