KOKOS

26.ro¢nik * 1.letak

Mily fesiteli!

Po letnich prazdninédch je tady nas 26. roénik matematického seminaie KoKoS.
Jako obvykle zde naleznes sadu netradi¢nich, avSak zajimavych matematickych
uloh doprovazenych napinavym pfibéhem a Pirohem, ktery ti pomoci teorie usnadni
feSeni vybranych prikladi. Hned v této sérii Ti nabizime tcast na nasich KoKo-
Sovych prazdninach (podrobnosti naleznes na http://kokos.gmk.cz). Pokud budes
v naSem seminafi opravdu uspésny a na konci Skolniho roku se umistis v celkovém
poradi na medailovych pozicich, ¢ekaji t€ pékné ceny, které stoji za to!

Chce$ poméfit své sily v ramci celé Ceské republiky a zazit spoustu zabavy
na nasich soustiedénich? Nevahej a pust se do Feseni! Nejdrive Ti ale doporucu-
jeme precist si pravidla naseho seminafe, kterymi se kazdy spravny KoKoSéak za
kazdych okolnosti ridi:

e KoKoS je celonarodni matematicka korespondencni soutéz pro zaky 6. — 9.
t¥id zékladnich skol a odpovidajicich ro¢nikid viceletych gymnazii.

e Rocnik je rozdélen do péti sérii. V kazdé sérii Ti zasleme letdk se zada-
nim tloh. Ty je vyfesis a posles nam je zpét. My je opravime, ohodnotime
a zasleme Ti je zase nazpatek spolu se zadanim dalsi série.

e Reseni ndm miizes posilat postou, nebo pfes internet. Poté, co se zaregis-
trujes do seminafe, od nas e-mailem obdrzi§ pfihlasovaci udaje ke svému
uctu. Pomoci téch se pfihlasis na kokos.gmk.cz/login a jednoduSe ndm
sva TfeSeni posles.

e Na feSeni mas vzdy nékolik tydnu. Toto je prvni série, jejiz uzavérka je
3. listopadu. Radi bychom Ti dali vice ¢asu, ale KOPR, spécha.

e Jednotlivé piiklady pis na papiry formatu A4 nebo A5. Na kazdy papir
pis FeSeni pouze jednoho prikladu! Vice piikladi na jednom papiru ndm

pridava praci a vzhledem k poctu fesitelt se takovymi FeSenimi nemutzeme
a nebudeme zabyvat!
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U kazdé ulohy pfipis do levého horniho rohu své jméno, pfijmeni, ¢islo
série a ulohy a navic i adresu k Tobé do Skoly nebo domi - podle toho,
kam si nechavas zasilat opravena FesSeni.

o U kazdého prikladu musi$ peclivé vyli¢it postup feSeni. Uvedes-li pouze
vysledek nebo nezdtvodnis-li dostatecné své zavéry, nemusime Tvé FeSeni
povazovat za kompletni a Gplné — zbytecné poté ztracis body!

e V zadani prikladu vzdy naleznes maximalni pocet bodi, ktery za néj muzes
ziskat. Pokud priklad nedokazes vyresit uplné, ale udélas alespon néjaky
pokrok, prisoudime Ti odpovidajici ¢ast bodi. Maximéalni bodovy zisk za
jednu sérii je vzdy 40 bodi.

e Do naseho seminare se muzes prihlasit kdykoliv, i v priabéhu roku. Také
nemusi$ nutné odeslat vSechny série nebo tlohy (i kdyz poté Té¢ asi ve vy-
sledkové listiné pfedbéhnou usilovnéjsi Fesitelé). Vzdy ale musis pfed prvnim
odeslanim FeSeni (tedy pokud KoKoS fesis poprvé) vyplnit internetovou
prihlasku! Tu najdes na adrese http://kokos.gmk.cz/prihlaska. Pokud uZ jsi
vyplnil pfihlagku v minulych roénicich, nemusi§ to délat znovu. ReSenimi,
ktera odesles, aniz by ses fadné prihlasil, se nezabyvame.

e Vyplati se pravidelné sledovat nase webové stranky http://kokos.gmk.cz. Na-
jdes zde aktudlni informace o pribéhu soutéze a také diskusni férum, které
miize$ pouzit, nebudes-li tloze rozumét apod. Pokud se v zadani nékterého
prikladu objevi chyba, zvefejiiujeme opravy pravé na téchto strankach.

e Pokud Vas bude z jedné skoly vice fesitelt, bylo by pro Vas i pro nas vhodné,
abyste sva feSeni posilali jednotné prostfednictvim skoly, tzn. v jedné obalce.
My Vam poté zasleme opravené tlohy zase zpatky v jedné obalce. Toto neni
zévazné podminka, ale Setfite sobé i ndm praci i penize. Dékujeme!

o Kazdy ro¢nik (6. — 9.) ma svou vlastni vysledkovou listinu, aby nizsi roéniky
nebyly znevyhodnény.

e Uspésnym fesitelem KoKoSu se stava ten, kdo ziské za cely roénik 90 bodi
a vice.
Hodné stésti a zabavy pri feseni Ti preji Tvi organizatori:
Dan, Jirka, Tomds, Damidn, Tomds, Péta, Misa, Honza, Magkl, Martin, Tomik
a Terka
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Zadani dloh 3

Zadani aloh
Ve tfidé bylo naprosté ticho. Vsichni sedéli na
mistech skoro bez hnuti, néktefi si jesté kontrolo-
vali pravitka, tuzky a kalkulacky, zatimco ucitel
pravidelnym krokem piechazel po tfidé a rozda-
val papiry. Jediny, kdo ani v nejmensim nevypa-
dal, ze by byl pfipraveny na test, byla divka sedici
v zadni fadé, ktera se roztrzité piehrabovala v tasce
a postupné z ni na lavici vytahovala svacéinu, po-
lamané pastelky, pokréeny sesit a dalsi nepotiebné
véci. ,Hledas néco, Lenko?!,“ zeptal se dirazné udi-
tel matematiky a zatvaril se podle svého minéni
velmi pfisné. ,,Ja... asi jsem nechala doma kalku-
lacku,“ zakoktala Lenka a kousla se do rtu. ,,Jako
vzdycky,“ poznamenal ucitel. ,Tak dobie, béz se
podivat, jestli tu nemame néjakou navic, ale pristé uz dostanes pétku.“
Lenka beze slova vstala a zamifila ke skfini. Chvili se pfehrabovala v zasuvkach
a ke svému vlastnimu Stésti objevila v jedné z nich jakousi velkou starou kalkulacku,
ktera vypadala, Ze ji nikdo nepouzil uz pékné dlouho. Tlacitka byla zaprasena tak, ze se
jen stézi dala precist, ale Lenka byla rada, Zze je zachranéna a honem si §la sednout na
své misto, kde uz na lavici lezelo zadani testu. Pro Lenku vsak nebyla matematika nic
tézkého, hned se vrhla na prvni priklad.

Uloha 1. (5 bodi): Vyies nasledujici rovnici a provéd zkousku

8151 (x —1)?
13 22 4+2-x+1

(x+1)-(z+1)—2® +3-2-209 =

Lenka se pustila do po¢itani, po chvili samoziejmé sdhla po kalkulacce. Oprasila z ni
prach, takze ted bylo dobfe vidét na displej, ktery kupodivu jasné svitil. Kalkulacka byla
zapnuta a na obrazovce zafilo pét Cislic. Lenka na né chvili zirala a pfitom ji napadlo,
ze nékdo pred ni nejspis zapomnél kalkulacku vypnout.

Nebo to neni ndhoda a ta ¢isla jsou néjaky zasifrovany vzkaz? Lenka se pfi té myslence
uplné prestala soustiedit na test a jeji predstavivost uz pracovala na plné obratky. Snazila
se najit mezi ¢isly néjaké souvislosti, po chvili to ale vzdala.

Uloha 2. (8 bodu): Existuje 5-ti mistné éislo, které je délitelné 11. Pokud si
ocislujeme cifry zleva doprava od jedné do péti, je 5. cifra o 1 mensi nez 4. cifra,
3. je 2, cifra 2. je druhou mocnina néjakého prirozeného ¢isla a 5. cifra je zaroven
i prvodislo. Vi3, ze ¢isla nemohou zac¢inat nulou. Pokud si myslis, ze takové ¢islo
neexistuje, nezapomen to odiivodnit. V piipad€, ze najdes takovych ¢isel vice, je
vypis vSechna.
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Lenka o tom je$té hodnou chvili pfemitala. Pak téch pét ¢islic zkusila natukat znova.
A najednou se stalo néco nepochopitelného. T¥ida zmizela a Lenka, ktera se stale drzela
kalkulacky, méla najednou pocit, ze se kolem vSechno toci. Zaroven ji pfipadalo, Ze se
kamsi propadé, a chtélo se ji pfiSerné zvracet. ..

%%

Kdyz se Lenka konec¢né zastavila, chvili ji trvalo, nez si uvédomila, ze lezi na zemi
a pod sebou ma jasné zeleny travnik. Nékolikrat zamrkala, ale vypadalo to, ze se ji to
nezda. Nad sebou vidéla oblohu bez mracku a vSude okolo neslysela nic, nez plné ticho.

Lenka se posadila a zjistila, Ze sedi na brfehu néjakého jezera. Rozhlédla se kolem.
Vypadalo to, Ze je na n&jakém ostrové, kousek od ni byla ke ktilu ptfivazana lodka. Déle
si Lenka vsimla, Ze na ostrové roste spousta rybizu, ktery neustale ujidali Spacci.

Uloha 3. (7 bodi1): Spacci sezobévaji ¢erny rybiz. Prvni den sezobali x kulicek
rybizu. Druhy den sezobali o 1/6 méné, nez prvni den, tfeti den snédli o 2/3 vice,
neZ druhy den a ¢tvrty den o 1/6 méné, nez tieti den, a tak dal. Kolik kuli¢ek
Spacci sezobali prvni den, kolik dni kulicky zobali, kolik kulicek snédli celkem
a kolik to bylo celkové kg, jestlize vime, ze posledni den nasbirali 15625 kulicek
rybizu, coz bylo o 2/3 vice, nez pfedchozi den. Shirali jenom celé kulicky, jedna
véazila 2,3 gramu. Prvni den sezobali méné, nez 6000 kulicek.

Kdyz se Lenka ujistila, Ze na ostrové nic jiného neni, rozhodla se nasednout do lodky,
kterou s mensi ndmahou odrazila ke bfehu. V délce pfed sebou uvidéla pevninu a doufala,
ze tam snad zjisti néco vic o celé té podivné situaci.

Uloha 4. (6 bodii): Reknéme, Ze by Lenka s lodkou vyplula v 17.20 rychlosti 20
km/h. Kdyby byla 5 km od bfehu, a v tu chvili by za ni vyjela jina lod primérnou
rychlosti 40 km/h, dohonila by ji pfimo na okraji druhého bfehu. Jak daleko jsou
od sebe oba biehy vzdaleny?

Lence bylo zpocatku divné, ze nikde nevidéla vesla. Jak za par okamzikl zjistila,
lodka se uvadéla do pohybu tplné jinak. Vpiedu bylo zvlastni ovladaci zafizeni, kterym
se nejspis ménila rychlost a smér.

k3kk

Uloha 5. (6 bodi1): Zaiizeni sestdvalo ze dvou kruznic ki (A) a ka(B), které maj
rizné poloméry a protinaji se v bodech C' a D. Délka |CD| = 3 dm. Vzdélenost
|BD| = 4 dm a vzdélenost |[AC| = 5 dm. Vi§, jaky by byl obsah trojihelniku
ABD, vime-li, ze |CS| = |SD| a |AS| # |SB|?

Za chvili uz Lenka uméla lodku ¥idit, jako by s ni jezdila odjakziva. Kdyz se ji zdalo,
Ze se k proté€jsimu biehu stale moc neptiblizuje, rozhodla se pouzit tlacitko, o kterém se
domnivala, Ze zvysi rychlost.

http://kokos.gmk.cz



Koperniklv Korespondenéni seminar )

Uloha 6. (8 bodii): Tlacitko mélo tvar rovnostranného
trojuhelniku. Do sebe na ném bylo vkresleno 24 tako-
vychto trojuihelniki ocislovanych od 1 do 24. Délka strany
nejvétsiho trojuhelniku je 100 mm. Délka strany mensiho
trojuhelniku je vzdy o 1/10 mensi nez délka strany pred-

choziho. Zjistéte, jaky je rozdil mezi obsahy trojihleniki : :
. , v sz N / v, s, T
s lichym oc¢islovanim a témi se sudym ocislovanim. a

»lak co?“ zeptal se dychtivé. Zita se rozhodla, ze pred nim prozatim pomléi o tom,
co v domé nasla. ,Nikdo tam neni, fikala jsem ti to,“ snazila se tvarit klidné a chytla
bratra za ruku. , Tak uz pojd.“

%%

Lenka sebou trhla, jak lodka vyrazné zrychlila. Vitr ji ted rozcuchéval vlasy a pevnina
pred ni byla stale jasnéjsi a zietelnéjsi. Za chvili uz jasné rozeznala to, co méla pred sebou.

Resend ailoh 1. série posilejte do 3.11.2012 na zndmou adresu:
KoKoS
Gymnazium Mikulase Kopernika
17. listopadu 526
743 01  Bilovec
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Zakousni se!

V tomto ro¢niku KoKoSu bude 7ph zaméfen na geometrii — muzete se tésit
na zajimavé poznatky z geometrie, pfedevsim poznatky o kruznici, kruznicich,
utvarech, kterym lze opsat kruznice a o specidlnich vlastnostech thla v kruznici,
které rozhodné stoji za to znat! Pokud to bude mozné, ke kazdé vlastnosti bude
uveden dtikaz a nékolik prikladi na procviceni.

Uhly v kruZnici

Uhl# je v kruznici mnoho, my se podivime na nékteré velmi zajimavé, ale
predtim, nez tak ucinime, si musime definovat zakladni pojmy — stfedovy thel
a obvodovy thel.

Stredovy tuhel —

M¢jme definovanu kruznici k se stfedem v bodé S a polomé- \\\
rem 7. Na ni si zvolme libovolné body A, B, které nesplyvaji. % 1
Potom stfedovy tihel pfislusny oblouku AB je takovy thel, je- s 7
hoz vrchol je stfed kruznice S a jeho ramena prochéazeji body 2

AaB. ——

Obvodovy thel

Méjme definovanu kruznici k se stifedem v bodé S a po-
lomérem r. Na ni si zvolme libovolné body A, B, které
nesplyvaji. Potom obvodovy thel pfislusny oblouku AB
je takovy thel, jehoz vrchol lezi na kruznici k, ne-
splyva s body A, B, a jeho ramena opét prochazeji body
A, B.

Pokud se podivame na libovolné body A, B (na kruznici), pak snadno dojdeme
k zavéru, ze pro né existuje nekonec¢né mnoho obvodovych hlt, ale pouze jeden
stfedovy uhel.

Konecné si muzeme fict kouzlo téchto thla:
Stfedovy tuhel prislusny k oblouku AB je roven dvojnasobku obvodo-
vého thlu pfFislusného oblouku.
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Uhly v kruZnici 7

Dukaz
Tuto vétu si dokazeme — ditkaz rozdélime na 3 situace, které postupné rozebereme,
stfed kruznice k lezi na rameni obvodového tihlu, lezi v obvodovém thlu, lezi vné
obvodového thlu.

1. Stfed kruZnice lezi na rameni obvodového thlu

Uvazujme kruznici k se stfedem S a libovolnym (nenu-
lovym) polomérem, body A, B a bod C tak, ze C je
prisecik poloptimky AS s kruznici k. Chceme dokézat,
Ze |[<ASB| = 2|<ACB|.

Vsimnéme si trojuhelniku BSC - délky stran BS
a SC jsou rovny poloméru kruznice k£ a jsou stejné
dlouhé, takze trojihelnik SBC' je rovnoramenny. Plati
|[<SCB| = |<«SBC|. Soudet thlt v trojihelniku je
180°, a proto miZeme vyjadrit velikost thlu BSC' jako
|<«BSC| =180 — |<BCS|— |<SBC| =180 — 2|<BCS|.
Dale vime, ze soucet thld CSB a ASB je 180°, tudiz
|<<ASB| = 180 — |<BSC| = 180 — (180 — 2|<<BCS|) = 2|<«BCS]|. Coz je to, co
jsme chtéli dokazat.

2. Stfed kruZnice lezi v obvodovém tihlu

I v tomto pfipadé vyuzijeme podobného ,triku“, ale ten-
tokrat se podivame na trojihelniky BC'S a ASC, v obou
trojuhelnicich maji vzdy 2 strany délku poloméru, tu-
diz tyto trojuhelniky jsou rovnoramenné a dostavame:
|<SAC| = |<SCA| a |[<SBC| = |<BCS]|, opét vyjad-
fime zbyly thel ve zkoumanych trojthelnicich:

|<<ASC| =180 — |<SAC| — |<ACS| =180 — 2|<<SCA|

|<<BSC| =180 — |<SCB| — |<SBC| = 180 — 2|<SCB|
Posledni krok spociva v tom, ze si uvédomime, Ze sou-
¢et thla ASC, BSC a ASB je 360, z ¢ehoz muzeme
vyjadFit tthel ASB jako |<ASB| = 360 — |<ASC| —
|<<BSC| = 360 — (180 — 2|<tSCA|) — (180 — 2|<<SCB|) = 2(|<SCA| + |<SCBY),
a |[<ACB| = |<ACS| + |«BCS|, tudiz jsme opét dokazali, Ze i v tomto piipadé
je sttedovy thel dvojnasobkem obvodového.
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3. Stied kruznice lezi mimo obvodovy thel

Obrézek se méni, finta zistava — podivime se na troj-
uhelniky BCS a ACS, které jsou rovnoramenné, pro
prehlednost si thly pfi zékladné v trojuhelniku BCS
ozna¢im « a v trojuhelniku AC'S 3. Nejdiive bychom si
méli uvédomit, ze prislusny obvodovy thel méa velikost
a — f3, takze chceme dokazat, ze |[<ASB| = 2(a — B).
Z trojihelniku ACS vyplyva, ze |<ASC| = 180 — 25
a z trojuhelniku BCS, ze |[<BSC| = 180 — 2a. Hle-
dany stfedovy thel ASC mé potom velikost |[<<ASB| =
|<ASC|—|<BSC| = (180—208) — (180 —2a) = 2(a—f3),
coz je velikost, kterou jsme chtéli dokazat.

Timto jsme dokézali velmi mocnou vétu — Stiredovy thel prislusny k ob-
louku AB je roven dvojnasobku obvodového thlu pfislusného oblouku.

Jednim z jejich dusledki je, Ze vSechny obvodové thly pfislusné oblouku AB
jsou stejné velké (protoze pro kazdy oblouk AB existuje pouze jeden stiedovy
thel).
Jak mnozi z vas uhadli, pokud je sttedovy thel 180 stupiiii (Usecka AB je priimé-
rem kruznice k), potom pro vSechny body kruznice k, kromé bodu A, B plati, Ze
jsou vrcholy pravého thlu nad tseckou AB - jedna se o tzv. Thaletovu kruznici
(nad AB). Nyni si fekneme posledni véc, na kterou je tfeba si davat pozor - k libo-
volné zvolenym bodtm A, B ptislusi vZdy 2 oblouky a témto dvéma oblouktim pii-
slusi 2 rGzné obvodové thly, nejlépe je to ukdzat mna obrazku.
Jak je vidét, obvodové thly piislusici k men-
§imu oblouku jsou ostré a obvodové thly
prislusici k vétsimu oblouku jsou tupé. Po-
znamka — memotechnickd pomiicka, jak si
zapamatovat, jak to vlastné je — vrchol obvo-
dového tthlu nikdy nelezi v oblouku ke kte-
rému nalezi.
V piistim vydani PiRohu si fekneme o tse-
kovych tdhlech a o velmi zajimavém vyuziti
obvodovych thla — fekneme si, jak zkonstruovat mnozinu bodiu, ze kterych je
usecka vidét pod urcitym thlem.
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