KOKOS

25.ro¢nik * 4.letak

KOMA 2013

Mily fesiteli, po zdafilém jarnim soustfedéni pfipravujeme dalsi KoKoSovou
akci. Tentokrat se bude jednat o KOMA, Koperniktv Matboj, coZ je netradiéni
matematickd soutéz urcena zaktm 6. — 9. t¥id a odpovidajicich roénikt viceletych
gymnazii. Celd soutéz probéhne 12. ¢ervna 2013 v prostorach Gymnazia Mikuléase
Kopernika v Bilovci. Soutézit mezi sebou budou péticlenné tymy z rtznych skol.
Ukolem tymti bude v daném ¢ase vytesit spravné co nejvice piikladi.

Piijdte zméFit své matematické dovednosti v konkurenci dalsich tymu z celé
republiky. Na nagich strankach http://kokos.gmk.cz/koma nalezne§ podrobnéjsi
informace a také prihlasku. Tésime se na Tebe!

Zadani uloh

Kdyz Albert otevrel trezor, jediné, co spatftil, byly
t¥i malé kozené vacky natésnané v rohu trezoru. Nedo-
¢kavé po nich hméatnul a jeden z nich oteviel. K jeho
Uzasu se na zem vysypalo pét drobnych cervenych ka-
minkd. ,,Poklad!“ vykfikl Albert, kterému o¢i malem
vypadly z dulka. Spésné oteviel druhy vacek, ve kte-
rém nasel dalsich pét drahokamu. ,Kde se tady vzaly?“
napadlo ho, ale rychle to pustil z hlavy a otevrtel tieti
vacek. Ten obsahoval pouze jediny drahy kédmen, zato
vSak nejvétsi ze vSech. Albert zatajil dech. V drahoka-
mech se sice prili§ nevyznal, ale bylo mu jasné, Ze to, co
praveé objevil, musi mit neuvéritelnou cenu. Posledni kdmen mél tvar pétibokého jehlanu.
Albert jej nékolik minut podrobné zkoumal a dokonce si pojmenoval jeho vrcholy.
Uloha 1. (6 boda): Albert zjistil, zZe ABCDEYV je pravidelny pétiboky jehlan,
s hlavnim vrcholem V. Plati zde AV = 10, velikost thlu ZAV B je 18°. Na hrané
AV je dan bod X tak, ze AX = 2,5. Jak dlouhd je nejkratsi cesta z bodu A
do bodu X, pohybujeme-li se po povrchu jehlanu tak, Zze ho obejdeme dokola po
plasti?

Po chvili si Albert uvédomil, Ze nastal ¢as podzemi koneéné opustit. Ulozil cely
poklad peclivé zpatky do vacku a vydal se cestou, kterou doufal, ze prisel. Zakratko se
vSak ukézalo, Ze cesta zpét nebude tak snadna. VSechny zdi vypadaly stejné, zdalo se
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mu, Ze chodi stale v kruhu. Stale znovu narazel na jakysi ¢tyiuhelnik nakresleny kiidou
na zed a af chtél nebo ne, vidycky se u néj znovu ocitl. Ten ¢tyfihelnik uz Alberta
zacinal pékné stvat.

Uloha 2. (8 bodu): Sestroj takovy ¢tyithelnik ABCD, ve kterém plati, Ze vzda-
lenost bodu C' od pfimky BD je 4, BD = 8, velikost thlu ZABC je 90°, AC =7
a BC =5.

Zita sedéla v obyvacim pokoji a bédovala. ,Pro¢ sis nemohl dat trochu pozor?“
podivala se vycitavé na svého bratra. Frantisek mlcky pfeslapoval na misté a tvaril se
provinile. ,Kde ted sezeneme sedm tisic? Tolik penéz neméme a za par dni se vrati
rodice.“ ,Moc mé to mrzi* zamumlal Frantisek. ,,Co budeme délat?“ Zita nervézné po-
krcila rameny. ,, Ty mas prece néjaké penize nasetfené, nebo ne?“ nadhodila. ,No, to mas
pravdu® prikyvl jeji bratr a na chvili zmizel. Za chvili se vratil s dfevénou pokladnickou.
»Tady jsou moje uspory* rekl a otevrel krabicku. K jejich velkému zklamani se uvnitf
nachézelo jen nékolik minci. Zita je rychle prepocitala. ,Devadesat devét. Tomuhle fikas
uspory?“ utrhla se na Frantiska.

Uloha 3. (7 bodu): Kolika zptisoby lze zaplatit 99 korun dvoukorunovymi, jed-
nokorunovymi a dvacetikorunovymi mincemi?

»No tak to jsme opravdu v koncich.“ povzdechl si Frantisek. ,Babicce fict o tolik
penéz nemuzeme, a kdyz tomu prodavaci do t¥i dnt nezaplatim skodu, bude si stézovat
rodi¢um.“ ,Stejné si za to muzes sam,“ mracila se Zita. ,Nemél jsi byt tak neopatrny.“
,AZ pristé pujdu nékam v neviditelném obleku, ddm si uz pozor, slibuju.“ ujistil ji
Frantisek. ,Zadné piisté nebude,“ fekla razné jeho sestra. ,S oblekem neviditelnosti
jsme si uzili dost. Hned zitra ptijdeme a vratime ho tam, kde jsem ho nasla.“ Frantisek
vyvalil o¢i. ,,Ale dovnitf pijdes sama! J4 do toho domu nevlezu.“ | Klidné, ja se totiz na
rozdil od tebe nebojim,” zasklebila se Zita. ,,Mimochodem, kolik je hodin? Co nevidét
tu bude babic¢ka.“ Oba naraz pohlédli na hodiny.

Uloha 4. (8 bodu): Na zdi v obyvacim pokoji visely kruhové hodiny ukazujici
pfesné 3 hodiny. Hodinova rucicka méfi 6 cm, minutové konéi centimetr od okraje
hodin. Konce obou rucicek jsou od sebe vzdaleny 10,82 cm. Jaky bude obsah
kruhové vysece s polomérem hodin, ohrani¢ené obéma rucickama za 100 minut?

Viktor a Adolf byli kazdou hodinu vice a vice znepokojeni. Uz
nescetnékrat se Albertovi pokouseli bez tspéchu dovolat, néko-
likrat zvonili u dvefi jeho bytu, ale po jejich priteli nikde ani
stopy. Ne, Ze by jim snad na Albertovi tak moc zélezelo, §lo jim
jen o to, Ze bez néj a jeho genialnich napadt nemohli uskutecnit
z4dné svoje plany. Ted byli pravé na cesté do restaurace U Cerné
kocky. , Tfeba tam prece jenom bude.“ nadhodil Viktor s po-
sledni $petkou nadéje v hlase. ,,Nic jiného bych mu ani neradil.“
zavréel Adolf, kterému zacinala dochézet trpélivost.

Vysli po zaprasenych schodech a ani je nepfekvapilo, ze se v mistnosti, kde se schazeli,
nic nezménilo. Na stole byly stale pohazené Albertovy zépisky a poznamky, takze Viktor
s Adolfem zcela ztratili nadéji, ze jim tu snad Albert zanechal néjakou zpravu. ,No
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Koperniklv Korespondenéni seminar 3

vyborné!“ rozkiikl se Adolf a vztekle smetl ze stolu nékolik papir. ,,On se na nés asi
uplné vykaslal.“ Viktor si prohlizel Albertovy zapisky. Sama éisla a vypocty. Nerozumél
tomu ani za mak, presto neprestaval patrat, jestli snad prece jen neobjevi néco, co by
jim mohlo néjak pomoct.

Uloha 5. (6 bodu): Na jednom z papirt stélo: uréete vSechna dvojmistna pfiro-
zend Cisla w, pro néz existuje pravé Sest celych cisel v tak, ze vyraz

v+w+ 64
v+ 42

nabyvéa celociselné hodnoty.

,Co si ty nesmysly tak prohlizis?“ divil se Adolf. Viktor ho ignoroval a cetl dal.
Uloha 6. (5 boduii): Zaujal ho dalsi priklad, ktery znél: kolik existuje péticifernych
Cisel, jejichz ciferny soucet je vétsi, nez 57

,Co se stalo, Ze se ti dneska tak tfepou ruce, Zito?“ zeptala se babicka. ,,A kde je
vibec Frantisek?*

Pak ale Viktor objevil néco, co ho nadchlo mno-
hem vic. ,Podivej se na tohle!“ Zvedl nékolik husté po-
psanych papiri sepnutych kancelafskou sponkou. ,,No
a co?“ nechdpal Adolf. ,Takovych nesmysla je tady
spousta.” Ty to nechépes! Tohle je navod, jak vyrobit
oblek neviditelnosti!“ Adolf pofdad nechépal. ,K ¢emu
nam budou?“ ,MiZeme je pfece nékomu prodat!“ vy-
svétloval Viktor. , A neuvéfitelné zbohatneme. Umis si
predstavit, kolik penéz bychom za tohle dostali? Nemu-
seli bychom do konce Zivota pracovat!“ ,Nepracujeme
ani ted,* poznamenal Adolf, Viktortiv ndpad se mu vSak
naramné zalibil. , Tak vezmi ty poznamky a jdeme,* roz-
hodl. ,,Budou z nas bohaci.“

Jak odchazeli, oba dva mlceli, protoze uz si kazdy z nich v duchu planoval, jak se
jejich Zivot naraz zméni k lepsimu.

Resent 4loh 4. série posilejte do 17.06.2013 na zndmou adresu:
KoKoS
Gymnéazium Mikuldse Kopernika
17. listopadu 526
743 01  Bilovec
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Autorska reseni 3. série

Uloha 1.

Délka filmu pied Gpravou ... x
Délka filmu po tpravé ... 135 min
Neupravovanych scén ... Zéaz:

Zbyvajl 2z, tyto scény je tfeba rozdélit v pomeéru 2 : 1, pficemz zrychlenych scén
jeo 10% vice.

Scén zrychlenych o 10% . 7x

Scén zrychlenych o 5% ...

Délka scén byla upravena, proto zapoditdme pouze 90% z —a: a 95% z —a:

KdyzZ si nyni vyjadfime upravenou délku filmu, ziskdme rovnici

4 90 2 95 1
77 200 7% T 100 77T 13

Po tpraveé

400z + 180z + 95x = 94500
675z = 94500

z = 140 min.

Ptavodni délka filmu byla 140 minut, upravovanim bylo tudiz uSetfeno 5 minut.
Katka

Uloha 2.
Hledany obsah je roven rozdilu obsahu kruhu K o poloméru |AB| se stfedem C
a rovnostranného trojihelniku A’C'D. Vysku trojihelniku vypoéteme za pomoci

Pythagorovy véty jako v = y/|AB[? — |2 AB|?, po zjednoduseni v = §|AB|.
Vysledny obsah dopocteme jako

nlAB]?  Y2|ABJ?
3 2

S=(3 - ?)IABV

S:

|

Jirka
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Autorska reseni 5

Uloha 3.

Budeme vychazet z nacrtku. Polomér kruznice k si oznaCime 71, polomér
kruznice [ jako r2. Nejdiive zjistime délku strany p P, P ¢
¢tverce, oznacme si ji a. Je zfejmé, ze délka strany / \/\
&tverce je dana jako soudet polomértt kruznic a tsecky Z - X S”

X S5. Tuto délku mizeme urcit z pravoihlého trojuhel- Y S, 2

nika 5752 X, kde je tato tsecka jednou z odvésen. Délka
strany 5152 je soucet poloméra kruznic a délka strany
X 51 je rozdilem téchto poloméru, tudiz délku usecky
X S5 uréime podle Pythagorovy véty jako odmocninu
z rozdilu kvadrata téchto dvou stran. A B

| X So| = \/|S18:22 — | X512 = \/(r1 4+ 72)2 — (11 — 712)?

XS] = \/ (17 + 73+ 2r1m2) — (17 + 13 — 2r1m) = 2/Fia

a=r1+7ro+ | XS =r1+ro+ 2/
a =254 2v136 cm = 48,3 cm

Nyni se pokusime zjistit, jak je to s tou vzdalenosti od bodu A a opét budeme po-
uzivat pravotuhlé trojuhelniky — trojuhelnik AS1Y pro S; a AS3Z pro Sy. Ziejmé
|S1Y| = r1, |AY| =a —r1 a |S2Z] = a — ro = |AZ|. Hledanou vzdalenost opét
uréime uzitim Pythagorovy véty

|AS1| = VIAY |2+ |S1Y 2 = \/(a — 11)2 + 12

|AS1| = 35,6 cm.

Analogicky

|ASs| = /|AZ|2 +|S2Z|2 = /2 (a — 12)2
|ASe| = /2 (48,3 —7)2 cm = 57 cm.

Honza
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Uloha 4.

Mame 2 rovnice o tfech neznamych:

a +b+2c=19
b+2c+d=1T7.

Existuje vice metod FesSeni, muzeme naptiklad upravit druhou rovnici a pouzit
srovnavaci metodu:

a +b+2c=19
b+2c+d+2=19,

to znamend, Ze plati: a + b+ 2¢ = b+ 2¢ + d + 2, z ¢ehoz dostaneme a = d + 2.
Tento vztah dosadime do rovnice: a + b+ ¢ + d = 18, kterd vyplyva ze zadani.
Dostaneme rovnici b + ¢ + 2d = 16, kterou upravime na b+ c+2d+ 1 = 17. Po
pouziti srovnavaci metody na ob€ rovnice, kde je na pravé strané ¢islo 17, zjistime,
zec=d+1.

Do rovnice a + b + ¢ + d = 18 dosadime za a a c ziskané vztahy a po upravé
dostaneme: 3d + b = 15. Sestavime si nasledujici tabulku.

d b a c¢ n.s. nasobek
1 12 3 2 12
2 9 4 3 36
3 6 5 4 60
4 3 6 5 60

Ze zadéani vime, zZe nejmensi spole¢ny nasobek vsech ¢tyt cisel je 36. Proto a = 4,
b=9,¢c=3,d=2.
Terka

Uloha 5.
Jde jen o to, umét si obé c¢isla souc¢inu vhodné rozlozit. Nasledujici rovnosti jsou
dle pravidel, které zndme o mocninéch, ziejmé a plyne z nich i feseni ilohy

3225 . 2564 — 2125 . 2564 =9. 2124 . 2564 _
2-4%2. 255 =100%% - 2 25% = 1250 - 100%2
Jelikoz z posledniho ¢isla, které odpovidad onomu soucinu, lze jednoduse usoudit,
Ze se ve vysledku vyskytuji pouze t¥i éislice rtizné od nuly (nula totiz vysledek
neméni), jednoduse uréime ciferny soucet soucinu jako soucet 14+2+5 = 8.

Ciferny soucet soucinu 322° - 25%4 tedy odpovida ¢&islu 8.
Anicka
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Uloha 6.
Tento problém se velmi tézko fesi pomoci kombinatoriky, protoze to, ze se rtuzna
otoceni pocitaji jako jedno obarveni zarucuji, ze se situace budou vickrat opakovat.
Nejschtidnéjsi postup je si vSechny moznosti vyjmenovat:

Pro pouziti jedné barvy: 3 moznosti

Pro pouziti dvou barev:
Pomeér 1 : 5 — jedna moznost krat 6 moznosti vybéru barev — 6
Pomeér 2 : 4 — dvé moZnosti (Barva zastoupend dvakréat je bud na sousednich
nebo protilehlych sténach.) krat 6 moznosti vybéru barev — 12
Pomeér 3 : 3 - Dvé moznosti (Bud dvé stény obarveny jednou barvou jsou pro-
tilehlé nebo nejsou.) krat 3 moznosti vybéru bravy — 6

Pro pouziti t¥i barev:
Pomér 1 : 1 : 4 — dvé moZnosti (Barvy zastoupené jednou jsou bud vedle sebe
nebo naproti.) krat tfi moznosti vybéru barev — 6
Pomér 2 : 2 : 2 — 5 moznosti (Barvy budou bud vSechny naproti sobé&, nebo
stejné barvy vedle sebe, nebo dvé dvojice vedle sebe a jedna naproti, tu posledni
moznosti musime zapocitat 3 krat kvili vybéru barev.
Pomér 1 : 2 : 3 — 3 moznosti (Jedna pro barvu zastoupenou t¥ikrat kolem
jednoho vrcholu, a dalsi dvé, pro barvu zastoupenou tfikrat naproti sobé. Barva
zastoupend jednou mize byt bud naproti barvé zastoupené tfikrat, nebo nemusi.)
krat 6 pro vybér barev — 18
Celkem tedy 3+6+12+46+6+5+18=56.

Vasil
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Zakousni se!

Rovnice vysSich stupit

Kubicke rovnice

V tomto PiRoHu se budeme vénovat rovnicim tfetiho stupné, neboli rovnicim
kubickym.

Tyto rovnice maji obecné tvar: ax® 4 bx? + cx 4+ d = 0. Abychom mohli mluvit
o kubické rovnici, koeficient @ musi byt nenulovy, koeficienty b, ¢, d jsou z oboru
realnych cisel.

Ze zacatku bychom radi pripomnéli, Ze u kubicky rovnic je dobré uplatnit
vzoreckovy rozklad — pokud si véimnete, Ze rovnici lze napsat ve tvaru (z + k)3
nebo je rovnice ve tvaru x> — k = 0, pak zkuste rovnici rozlozit. Pfed tim, nez se
skutecné rozhodnete pouzit Cardanovych vzorci, je lepsi vyzkouset i Hornerovo
schéma. Tyto rozklady jsou jednodussi, nez vzorce, které si zde ukdzeme, nicméné
nemusi fungovat vzdy. Jedinou vyhodou vzorci, které v tomto ¢isle budou popsany
je to, ze pokud kofeny téchto rovnic existuji, pak je nalezneme vzdy.

Kubické rovnice si opét rozdélime na nékolik pripadt a ukazeme si hned nékolik
zpusobu, jak je fesit:

a) b,c=0
Tento typ kubickych rovnic je velmi jednoduchy, rovnici upravime:

az® +d = 0 (d pfevedu na levou stranu)

az® = —d (vydélim a)
—d
z® = - (odmocnim)
s/d
T=—4/-
a

Vzhledem k povaze tieti odmocniny nemusi byt zlomek pod odmocninou
nezdporny, to znamena, Ze existuje tfeti odmocnina ze zadporného ¢isla (a
je to opét ¢islo zaporné).

b) d=0
Rovnice je ve tvaru: ax® + bxr? + cx = 0, kterou vytykdnim z upravime na
tvar z(ax?+bx+c) = 0. Vime, e soudin je nulovy pravé tehdy, kdyz alespoti
jeden z Ciniteld je nula, tudiz jeden z kofent je nula. Dalsi kofeny ziskdme
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Rovnice vyssich stupiiil 9

feSenim kvadratické rovnice v 2. zévorce, vyuzit k tomu muzeme postupy,
které jsme si ukazali dfive v seridlu.

Velmi podobné feseni by bylo i v pfipadé ¢ = d = 0, kde bychom vytkli
x? a dostali dvojny kofen 0 a linedrni rovnici, ze které bychom dostali jesté
jeden dalsi kofen.

Cardanovy vzorce
Nyni si ukdzeme, jak nalézt alespon 1 redlny kofen pro kubické rovnice, které
spliiuji urc¢ité podminky.

Rovnice, u kterjch budeme hledat feseni jsou ve tvaru: 23 +pz +¢q = 0 (teprve
po odvozeni FeSeni si ukdzeme, jak rovnici do tohoto tvaru uvést).

Pro nase potreby budeme uvazovat x jako soucet 2 slozek -z = u + v, potom
dosadime do kubické rovnice:

4+ pr+g=0Az=u+tv
(uw+v)* +p(u+v)+g=0
u® + 03 + 3uv(u +v) +plu+v) +q=0
u® +v* + (u+v)(Buv +p) + ¢ =0 (1)

Nyni stanovime podminku 3uv + p = 0, tudiz ¢len (u + v)(3uv + p) bude nulovy.
Tuto podminku si trochu upravime

_ P < . “oar
U = 3 po umocnéni na treti
3
p
udvd = -
27

Tuto rovnici pfiddme ke zbytku rovnice (1) a dostdvame soustavu

3

3,3 p
uUv” = ——
27
u3+v3:—q

Dalsi krok je v tom, Ze si ,budeme piat“, aby u® a v? byly kofeny néjaké
kvadratické rovnice, tzn. 0 = (t—u?)(t—v3). Pro zjednodusen{ zavedeme substituci
r=u®am=0>

Touto substituci se ndm soustava rovnic zmeéni do tvaru:

u3+v3=r—|—m:—q
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Po této substituci tyto vztahy pfipominaji néco o ¢em uz jsme si v seridlu fikali
— Vietovy vztahy. Tudiz kvadraticka rovnice, kterd ma kofeny r a m ma tvar
2~ (=)t + (~5) =0.

Abychom se dostali k tomu, co potfebujeme, pouZijeme trik doplnéni na ¢tverec
a odecteme to, co jsme do rovnice ,pridali navic®.

2 3
q p q
gLy P _ T
Erat+p) =0 =7
2
(t+g)2,p—7+qz,nyni odmocnime
q P, @
t+2—t /4L
+2 27+4
q P ¢
t=—oF 55+ (2
2 27+4()

3 2
Druhd odmocnina je definovana pouze pro nezédporna cisla, tudiz £z + 4- musi
byt vétsi nez nula. S vyrazem pod odmocninou rovnym nule pocitat nebudeme.
Tuto kvadratickou rovnici jsme sestavili tak, aby jejimi feSenimi byly r a m, r

a m jsou substituce, takze FeSenimi této kvadratické rovnice je t; = u® a to = v3.

Z rovnice (2) t; = u® = -4 ,/27 4,152:1) _5_1/12’_;4_%

Nyni jsme jiz velmi blizko ¥ resenl protoze jsme na zacatku predpokladali, ze x =
u + v a nyni mame k dispozici v a v>

r=u+v=Vud+ Vo = \/——+\/2—7+—+\/———\/27

Posledni nezodpovézenou otazkou zustava, jak se to ma s po¢tem feSeni této
rovnice. U kubickych rovnic, stejné jako u kvadratickych, je zaveden pojem dis-
kriminant kubické rovnice. Pro odliSeni od diskriminantu kvadratické rovnice ho
budeme znacit D3. Potom D3 = —27¢?—4p>. Nastat mohou nésledujici t¥i situace.

e D3 < 0, pak ma kubicka rovnice 1 redlny koten.

e D3 = 0, pak ma kubicka rovnice 1 jednoduchy kofen (ten uréime kardano-
vymi vzorci) a jeden dvojnasobny kofen (poté, co dostaneme kofen pomoci
kard. vzorct, dojde ke sniZeni stupné rovnice a tu poté fesime) nebo 1 troj-
nésobny kofen (mtize jim byt pouze 0).

e D3 > 0, pak ma rovnice 3 feSeni, ale dokud neumime pracovat v komplexnich
¢islech, neni mozné je timto zpusobem urcit.

Katka a Honza
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Vysledkové listiny

Tady najdete jen nékolik nejlepsich fesitelid, pro tplné vysledkové listiny se
podivejte na nase internetové stranky.

6. roc¢nik

jméno prigmeni 1 238 4 56 S >
1. Tereza Zelend - - - - - - 0 20

7. rocnik
jméno  prijment 12384568 >

1. Klara Morkovskd 8 4 5 7 0 4 28 92
2. Matous Petiik - - - - - - 0 31

8. roénik

jméno  priyment 12845658 >
1. Jan Preiss 82276227 99
2. Berenika Cermakova 8 - 25 - - 15 95
3. Béara Tizkova 836 70-24 82
4. Adéla Hankova 82676130 381
5.  Dominik Vrba 80670122 65
6. Jan Havelka - - - - - - 0 45
7. Katefina Zastérova - - - - - - 0 43
8. Michal Kresta 3-676123 42
9. David VraneSic --02--2 19
10. Aneta Fajstlova 1017--9 9
11. Lukas Nohejl - - - - - - 0 8
12. Eliska Mrhova - - - - - - 0 3

KoKoS, Gymnazium Mikulase Kopernika, 17.listopadu 526, 743 01 Bilovec ]
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0. roénik

jméno  prijmend 12345658 >
Alzbéta Malendkovda 8 5 6 5 6 4 34 113
Damian Waloszek 8 557 - -25 107
Eliska Cervenkovda 8 2 6 2 6 4 28 106
Adam Polocek 84620121 &6
Filip Oplt 83 ----11 58
Martin  Karlik - - - - - - 0 47
Tomas Nguyen - - - - - - 0 43
Markéta Machalova - - - - - - 0 34
Tomas Bajer - - - - - - 0 17
Anezka Salatovda - - - - - - 0 9
Johana Koberovd - - - - - - 0 4

http://kokos.gmk.cz



